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 ديناميك سازه ها



ديناميكي و استاتيكي هاي تحليل تفاوت 

ديناميكي بارهاي انواع 

ها سازه كردن مدل نحوه و آزادي درجات 

آزادي درجه يك هاي درسيستم حركت معادلات 

آزادي درجه يك هاي سيستم آزاد ارتعاش 

هارمونيكي،) بارها انواع درمقابل آزادي درجه يك هاي سيستم ديناميكي تحليل 

 (... ضربه اي تناوبي،

روش اين به ها سيستم تحليل و ديوهامل انتگرال روش 

ديناميكي حالت در آزادي درجه يك هاي سيستم غيرخطي رفتار 

:سرفصل درس



آزادي درجه چند هاي سيستم حركت معادلات تعيين 

ارتعاشي مدهاي و ويژه مقادير تعيين و آزادي درجه چند هاي سيستم آزاد ارتعاش 

 آزادي درجه چند هاي سيستم تحليل جهت (مودال آناليس) مدها اثر تركيب روش 

آزادي درجه چند و يك هاي سيستم تحليل جهت مستقيم گيري انتگرال روش 

آزادي درجه چند و يك هاي سيستم تحليل جهت فركانسي روش 

ساده پيوسته هاي سيستم ديناميكي تحليل 

:سرفصل درس
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 فصل اٍل

هقذهِ اي تز ديٌاهيك ساسُ ّا
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 هقذهِ اي تز ديٌاهيك ساسُ ّا
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 تاس تٌاتشايي .وشد تؼشيف صهاًي هتغييش ػٌَاى تِ ػادُ تغَس تَاى هي سا ديٌاهيه ٍاطُ :تعزيف
 ػاصُ پاػخ تشتية ايي تِ .وٌذ تغييش صهاى تا آى هَلؼيت يا ساػتا، همذاس، وِ اػت تاسي ديٌاهيىي

 يا صهاًي هتغييش كَست تِ ًيض حاكلِ تٌـْاي يا ٍ تغييشهىاًْا هثلا ديٌاهيىي، تاس هماتل دس
 .اػت ديٌاهيىي

  

  

 :ًوًَِ ّايي اس تارگذاري ديٌاهيكي ساسُ ّا 
استؼاؽ  اثش اًفداس تش ػاصُ ّا، ًيشٍّاي ًاؿي اص اهَاج تشػاصُ ّاي دسيايي، تاسصلضلِ، تاس تاد،

 ...پلْا تحت تاسّاي هتحشن ٍ

 تحشيه

EXCITATION 

 تاس صًذُ

 تاد

 صلضلِ

 ضشتِ-اًفداس

 ػاصُ

STRUCTURE 

 هٌثغ آب

 پل  ػاختواى

 ػذ

 خظ لَلِ

 پاػخ

RESPONSE 
 

 خؼن كلة تذٍى تغييشؿىل

 

 خؼن اًؼغاف پزيش

 :دٍرًواي هثاحث
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 ٍيضگي ّاي هتوايش كٌٌذُ هسائل ديٌاهيكي

 

 هتغييش صهاًي تَدى (  1

 

 ٍاسد ؿذى ًيشٍّاي ايٌشػي دس هؼادلات تؼادل (  2

 

 هيشايي(  3

  

 :استاتيكي ٍ ديٌاهيكي تحليل ّاي تفاٍت 
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 :تَضيح

  ديٌاهيىي دسهؼائل .اػت ديٌاهيىي هؼائل تَدى صهاًي هتغييش تَخِ، لاتل تفاٍت اٍليي (1
 ايٌْا، هاًٌذ ٍ داخلي ًيشٍّاي هىاًْا، تغييش :ؿاهل ػاصُ ّاي پاػخ ًتيدِ دس ٍ تاسگزاسي

  ًوي اػتاتيىي تحليل خلاف تش ديٌاهيىي تحليل دس تٌاتشايي هي وٌٌذ تغييش صهاى تا ّوگي

 هتفاٍت ّاي لحظِ دس ٍ صهاى دسعي تايذ سا پاػخ تلىِ يافت، دػت ثاتت پاػخ يه تِ تَاى
 اػتاتيىي تحليل اص تش پيچيذُ ٍ گيشتش ٍلت تؼياس ديٌاهيىي تحليل تٌاتشايي .آٍسد تذػت

 (صهاًي تاسيخچِ تحليل) .اػت

  

  ٍ) ؿتاب ايداد ػثة ّؼتٌذ صهاى تِ ٍاتؼتِ هىاًْا تغييش وِ آًدا اص ديٌاهيىي هؼايل دس (2
  ًيشٍّاي .ؿَد هي ايداد ايٌشػي ًيشٍّاي ؿتاب تا هماتلِ تشاي ؿًَذ هي ػاصُ دس (ػشػت
 تا تايؼتي تلىِ تاؿذ تؼادل دس آى تش ؿذُ اػوال تاسگزاسي تا تايذ هي تٌْا ًِ ػاصُ داخلي

 .تاؿذ تؼادل دس ًيض (ػشػت اص ًاؿي هيشايي ٍ) ؿتاب اص ًاؿي ايٌشػي ًيشٍّاي

 :استاتيكي ٍ ديٌاهيكي تحليل ّاي تفاٍت 
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ًيشٍّاي ايٌشػي وِ دس هماتل ؿتاتْاي ػاصُ هماٍهت هي وٌٌذ هْوتشيي ٍخِ توايض يه 

 .هؼالِ ديٌاهيه ػاصُ هي تا ؿٌذ

 

  

  

 لٌگش .ؿَد هي لشاسداسدسًظشگشفتِ P اػتاتيىي تاس تحت وِ صيش ؿىل هغاتك ػادُ تيش هثلا

 سا آى تَاى هي ٍ داؿتِ ؿذُ اػوال تاس تِ هؼتمين تؼتگي آى، ؿىل تغييش ٍ تشؽ ، داخلي

 .وشد هحاػثِ ًيشٍّا تؼادل اكَل اص تااػتفادُ

 

 :استاتيكي ٍ ديٌاهيكي تحليل ّاي تفاٍت 



6 

 تِ تيش هىاى تغييش ؿَد ٍاسد ديٌاهيىي كَست تِ    P(t)صيش ؿىل هغاتك اگش ديگش عشف اص

 .داؿت خَاّذ تؼتگي ؿتاتْاػت دسهماتل هماٍم ايٌشػي ًيشٍّاي وٌٌذُ ايداد وِ ؿتاتْايي

 تاؿذ ؿذُ ٍاسد خاسخي ًيشٍي تا تؼادل دس تايؼتي تٌْا ًِ تشؽ ٍ داخلي لٌگش حالت ايي دس

 .تاؿذ تؼادل دس ًيض تيش ؿتاتْاي اص ًاؿي ايٌشػي ًيشٍي تا تايذ تلىِ

  

  

 :تفاٍت تحليل ّاي استاتيكي ٍ ديٌاهيكي 
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 .ؿَد هي خَاًذُ هيشايي وِ وٌذ هي دخالت ػاصُ ديٌاهيه ّاي هؼالِ دس ًيض ديگشي پذيذُ (3

 دس هالؾ ػاختواى يه دس .گشدد هي اتلاف ّا ػاصُ دس هيشايي تَػيلِ حشوتي اًشطي اص تخـي

  پش ٍ ػاصُ اي اػضاي هياى اكغىان تتي، دس هَيي تشن ّاي ؿذى تؼتِ ٍ تاص فَلادي، اتلالات

 حشوت تشاتش دس هماٍم ًيشٍّاي اص ًيض خَد هيشايي .ّؼتٌذ هيشايي ايداد ػاهل ّاي خولِ اص ّا وٌٌذُ

 اػتفادُ لضخي هيشايي ًام تِ هيشايي ًَػي اص هؼوَلا ّا ػاصُ دس هيشايي هذلؼاصي تشاي .اػت ػاصُ

 . هي تاؿذ ػشػت تا هتٌاػة هيشايي هذل ايي دس .ؿَد هي

  

  

 :تفاٍت تحليل ّاي استاتيكي ٍ ديٌاهيكي 
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 (     هؼيي)تاسگزاسي  ديٌاهيىي  لغؼي (  الف

          Prescribed (Deterministic) dynamic Loading 

 :دس ايي ًَع تاسگزاسي تغييشات تاس ًؼثت تِ صهاى واهلا هـخق اػت ًظيش

  

 هاؿيي چشخاى -

 صلضلِ ّاي پيـيي -

 : ديٌاهيكي گذاري تار اًَاع
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 (  ًاهؼيي)تاسگزاسي ديٌاهيىي تلادفي ( ب

                             Random dynamic loading 

   .ًثَدُ ٍ تِ كَست آهاسي تياى هي ؿَدتغييشات تاس ًؼثت تِ صهاى واهلا هـخق  

  

 تاس تاد  -

 صلضلِ ّاي آتي -

s 

 : ديٌاهيكي گذاري تار اًَاع
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 : ّا ساسُ ديٌاهيكي پاسخ هحاسثِ رٍضْاي
  

                                                                 Deterministic Approachسٍؽ لغؼي(  1

                                                                       

 .تحليل پاػخ ّش ػيؼتن ػاصُ اي تحت تاسديٌاهيىي هؼيي سا تحليل لغؼي هي ًاهين

                                        Nondeterministic Approachسٍؽ غيش لغؼي      (  2
 
 .ًاهين هي لغؼي غيش تحليل سا تلادفي ديٌاهيىي تاسگزاسي تِ ًؼثت پاػخ تحليل 

  هختلف سٍؽ دٍ ديٌاهيىي، تاسگزاسي اًَاع تشاي فَق ولي تٌذي تمؼين تثغ تِ

 .داسد ٍخَد ديٌاهيىي گزاسي تاس تِ ًؼثت ّا ػاصُ ٍاوٌؾ هحاػثِ تشاي
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 .هي ؿَد تياى ػاصُ تغييشهىاًْاي حؼة تش ديٌاهيىي تاسگزاسي ًَع ّش تِ ػاصُ پاػخ تغَسولي

 تذػت تاسگزاسي ّش اص ًاؿي تغييشهىاى صهاًي تاسيخچِ لغؼي، تحليل سٍؽ عثك تٌاتشايي

 دس هؼوَلا غيشُ، ٍ داخلي ًيشٍّاي ٍ وشًؾ ّا تٌؾ ّا، هثل ػاصُ پاػخ هـخلات ديگش هي آيذ،

 هحاػثِ آهذُ اًذ دػت تِ لثل هشحلِ دس وِ تغييشهىاًْايي ووه تِ ٍ تحليل دٍم هشحلِ

 .هي ؿَد

  

  

 يه حاكل وِ تغييشهىاًْايي هَسد دس آهاسي اعلاػاتي غيشلغؼي، تحليل اًدام تا ديگش عشف اص

 ٍ ًوي ؿَد تؼييي تغييشهىاًْا صهاًي تاسيخچِ سٍؽ، ايي دس هي آيذ تذػت اػت آهاسي تاسگزاسي

 ًتايح اص اػتفادُ خاي تِ داخلي ًيشٍّاي ٍ وشًؾ ّا تٌؾ ّا، لثيل، اص ػاصُ پاػخ هـخلات ديگش

 .ؿًَذ هي هحاػثِ غيشلغؼي ًَع اص هؼتمل تحليل تَػيلِ هؼتميوا هىاًْا، تغييش

 : ّا ساسُ ديٌاهيكي پاسخ هحاسثِ رٍضْاي



  

  

 تٌاٍتي تاسّاي  (1

 :لثيل اص ؿًَذ هي تىشاس هؼاٍي صهاًي فَاكل دس وِ ّؼتٌذ تاسّايي

 ػيٌَػي تلَست آى تغييشات ٍ اػت تٌاٍتي تاسگزاسي ًَع ػادُ تشيي :ػادُ ّاسهًَيىي تاس -

 هاؿيي يه دس اصهشوض خاسج خشم ٍخَد اثش دس تاسي چٌيي هي تاؿذ

 .آيذ هي تَخَد چشخاى

12 

  : هعيي تارگذاري اًَاع
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  تشاي وـتي هلخ ّاي پشُ تَػظ آهذُ تَخَد اػتاتيه ّيذسٍ فـاس اص ًاؿي تاسگزاسي -

   .اػت تٌاٍتي تاسّاي اص ديگشي هثال وـتي، اًتْاي

  

 .تاؿٌذ داؿتِ اي پيچيذُ ؿىل ّاي تَاًٌذ هي اغلة تٌاٍتي تاسّاي

 هحاػثِ سا تٌاٍتي تاسّاي تحت ػاصُ پاػخ تحليلي ّاي سٍؽ اص اػتفادُ تا تَاى هي اغلة

ِ اي كَست تِ آًْا ًَؿتي ٍ فَسيِ ػشي ووه تِ ) .ًوَد  ( ّاسهًَيىي تاسّاي اص هدوَػ

 

  : هعيي تارگذاري اًَاع
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 : تٌاٍتي غيش تاسّاي (2

 : ّؼتٌذ كَست دٍ تِ وِ

 اًفداس اص ًاؿي تاس هاًٌذ ،اي ضشتِ هذت تاسوَتاُ -الف

 خاف ٍ ػادُ ّاي سٍؽ ووه تِ تحليل اهىاى

  

  

  : هعيي تارگذاري اًَاع

 : صلضلِ هاًٌذ هذت، تلٌذ تاس -ب

 ػذدي سٍؿْاي -ديٌاهيىي تحليل ولي سٍؿْاي ووه تِ اغلة تحليل
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 تِ ًؼثت خشهْا تواهي هَلؼيت تؼييي تشاي هىاى تغييش هؼتمل ّاي هَلفِ تؼذاد :تعزيف

ِ ؿاى، هَلؼيت    .ؿَد هي ًاهيذُ  (DOF )ديٌاهيىي دسخات تؼذاد اٍلي

  

 هذل يه اًتخاب تا اها اػت آصادي دسخِ ًْايت تي داساي پيَػتِ ػيؼتن يه ولي حالت دس

 دسخِ يه حتي گاّي ٍ هحذٍد تؼذادي تِ سا آصادي دسخات تؼذاد تَاى هي هٌاػة تحليلي

 .داد واّؾ

 : ديٌاهيكي آسادي درجات



 هذلْاي تحليلي ساسُ اي

16 

   . تاؿذ هي ٍالؼي هذل هـاتِ وِ اػت ػاصُ اص آل ايذُ هذل يه تحليلي هذل

  

 :هذل ّاي تحليلي دس حالت ولي تِ دٍ دػتِ تمؼين تٌذي هي ؿًَذ 
 

 Distributed (Continuous) Parameterهذل ّاي  پيَػتِ                                            ( 1

 Discrete (Lumped mass) parameterهذل ّاي خشم هتوشوض                                    ( 2



 
 :هذلْاي تحليلي ساسُ اي 
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 هذل ّاي تحليل ػاصُ اي

   

  

 ِهذل ّاي پيَػت هذل ّاي خشم هتوشوض
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 :هذل ّاي خشم هتوشوض تِ دٍ دػتِ تمؼين تٌذي هي ؿًَذ 

  Single Degree Of Freedom (SDOF)يه دسخِ آصادي                      -

        Multiple Degree Of Freedom (MDOF)چٌذ دسخِ آصادي                -

  

 هذلْاي جزم هتوزكش

 tpkuum 

 هذل ايذُ آلي، ػادگي تحليل، تمشيثي: ٍيظگيْاي ولي

 ( SDOF )هذلْاي جزم هتوزكش يك درجِ آسادي ( 1



 
  (MDOF)هذلْاي جزم هتوزكش چٌذ درجِ آسادي ( 2 
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خشهْا دس چٌذيي ًمغِ هتوشوض ؿذُ اًذ 

ػختي ّا دس چٌذيي هَلؼيت هتوشوض ؿذُ اًذ 

  

 ، پيچيذگي تحليلگشاياًِ هذل ٍالغ: ٍيظگيْاي ولي
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 هذلْاي جزم هتوزكش
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 :اص ػثاستٌذ ديٌاهيىي تاسّاي اثش تحت خغي الاػتيه اي ػاصُ ػيؼتن ّش اكلي فيضيىي ّاي هـخلِ

 (ًشهي يا ػختي) الاػتيه خَاف -1

  هيشايي يا اًشطي اتلاف هىاًيضم -2

 خشم -3

 خاسخي هحشن يا تاسگزاسي -4

 ّاي هـخلِ اص وذام ّش ؿَد هي فشم آصادي دسخِ يه ػيؼتن يه اص تحليلي هذل تشيي ػادُ دس

 .تاؿٌذ ؿذُ هتوشوض فيضيىي الواى يه دس فَق فيضيىي

  

 اجشاي اساسي سيستن ّاي ديٌاهيكي
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 : هذل ايي در

خشم ول m اػت ؿذُ هتوشوض كلة الواى لغؼِ يه دس ػيؼتن ايي. 

هختلِ وِ عَسي اػت ؿذُ خاف خْت يه دس ػيؼتن ايي حشوت هحذٍديت تاػث غلتىْا 
 . ًوايذ هـخق واهل تغَس سا آى هَلؼيت تَاًذ هي u تغييشهىاى

فٌش ووه يا وٌٌذُ هيشا تَػظ ًيض اًشطي اتلاف هىاًيضم c اػت ؿذُ دادُ ًـاى . 

صهاًي هتغيش تاس ؿَد هي آى ديٌاهيىي ٍاوٌؾ تاػث وِ ػيؼتن ايي خاسخي تاسگزاسي  p(t)  

 . اػت

ػختي تِ ٍصى تذٍى فٌش يه تَػظ تغييشهىاى، دسهماتل ػيؼتن الاػتيه هماٍهت k  ًـاى 
 . اػت ؿذُ دادُ

  

  

  هي آصادي دسخِ يه ّاي ػيؼتن فيضيىي ّاي الواى تا ساتغِ دس تىويلي تَضيحات تِ اداهِ دس
 . پشداصين

 اجشاي اساسي سيستن ّاي ديٌاهيكي
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 (فٌز الاستيك)خَاظ الاستيك  -1
 

 

 

 

 

 

 

 

 تٌا تِ لضيِ دٍم لٌگش ػغح     

  

d 

خوؾ پزيش اها  
 تذٍى خشم

d

d

3

3

3
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dkf 

kuf 



  

  

 ًاهيذُ هيشايي ؿَد هؼتْله تذسيح تِ ػيؼتن يه آصاد استؼاؽ ؿَد هي تاػث وِ ػاهلي

 .ؿَد هي

23 

    Dampingهيزايي  -2
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 : ساسُ يك در (هيزايي) اًزصي اتلاف هختلف ّاي هكاًيشم

فَلادي اتلالات دس اكغىان 

تتي دس هَئي ّاي تشن ؿذى تؼتِ ٍ تاص   

(ػاص خذا ديَاسّاي ًظيش) اي ًاػاصُ ٍ ػاصُ ػٌاكش هياى اكغىان 

           ... 

 

  

  

 .اػت ًاهوىي اهشي هحاػثات دس هيشايي هىاًيؼن دليك ٍاػوال تؼشيف

 Equivalent هؼادل لضج هيشايي تا آصادي دسخِ يه ػيؼتن يه هيشايي ػول دس ايٌشٍ اص

Viscous Damping ِووه فٌش الواى ووه ت Dashpot ؿَد هي ػاصي ايذُ آل. 

    Dampingهيزايي  -2
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 داسد لشاس  u آصادي دسخِ اهتذاد دس     ًيشٍي اثش تحت وِ سا لضخي خغي هيشاگش يه صيش ؿىل
 .دّذ هي ًـاى

 

 .تاؿذ هي  fD خاسخي ًيشٍي هخالف ٍ هؼاٍي هيشاگش هماٍم ًيشٍي
 .داسد تؼتگي هيشاگش هحل دس       ػشػت تِ هيشايي ًيشٍي

 

  

  

u

c: لضخي هيشايي ضشية   

 .اػت تؼييي لاتل آصاد، استؼاؽ هيشايي ػشػت تدشتي گيشي اًذاصُ تا c لضخي هيشايي ضشية

ucfD


Df

    Dampingهيزايي  -2
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  : دالاهثز اصل

 ًيض ؿتاب هماتل دس ٍ تَدُ آى ؿتاب تا هتٌاػة وِ وٌذ هي ايداد ايٌشػي ًيشٍي يه ّشخؼن

 ( .اػت ؿتاب خْت خلاف دس) .وٌذ هي هماٍهت
  

  

 : ًيَتي دٍم قاًَى اساط تز

 .آى تش ٍاسد ًيشٍي تا اػت تشاتش  m خؼن ّش حشوت اًذاصُ تغييشات هيضاى

 ( Inertia ) ايٌزسي -3











dt

tud
m

dt

d
tp

)(
)(






27 

 تاس اثش تحت ػاصُ هىاى تغييش صهاًي تاسيخچِ هحاػثِ ػاصُ لغؼي ديٌاهيىي تحليل اص اكلي ّذف

 .اػت ٍاسدُ ديٌاهيىي

 .هي تاؿٌذ ػاصُ ديٌاهيىي ّاي تغييشهىاى دٌّذُ ًـاى وِ سياضي سٍاتغي اص ػثاستٌذ حشوت هؼادلات

 .دّذ هي دػت تِ صهاى اص تاتؼي كَست تِ سا ػاصُ پاػخ حشوت، هؼادلات ايي حل

  

  

   :حزكت هعادلات تطكيل ّاي رٍش

(هؼتمين تؼادل يا دالاهثش اكل) ديٌاهيىي تؼادل 

هداصي واس اكل   

ّاهيلتَى اكل 

 Equations of motion    حزكت هعادلات
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 .تشآى ٍاسد ًيشٍي تا اػت تشاتش  m خشم ّش حشوت اًذاصُ تغييشات هيضاى : ًيَتي دٍم لاًَى تٌاتِ

                                ٍاسدُ تشآيٌذ ًيشٍي تشداس  :          

 m خشم هَلؼيت تشداس   :             

 تاؿذ ًوي هتغيش صهاى تِ ًؼثت خشم وشد فشم تَاى هي ّا ػاصُ ديٌاهيه دس هغشح هؼائل اغلة دس
                 يؼٌي

   : لزا

                                                                             

 

 سا آى هيتَاى تاؿذ، هي ؿتاب دس خشم ضشب حاكل تا اػت هؼاٍي ًيشٍ آؿٌاي، تياى فَق ػثاست
  :ًَؿت صيش تلَست

                                                                      

 .اػت خشم ؿتاب تشاتش دس هماٍم وِ ؿَد هي ًاهيذُ ايٌشػي ًيشٍي              دٍم خولِ وِ

  

  

0
dt

dm

)(tum



 : ( دالاهثز اصل اس استفادُ ) ديٌاهيكي تعادل
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 : دالاهثز اصل

 ؿتاب هماتل دس ٍ تَدُ آى ؿتاب تا هتٌاػة وِ وٌذ هي ايداد ايٌشػي ًيشٍي يه خؼن ّش

 وٌذ هي هماتلِ ًيض

 

  : داًؼت خؼن تش ػاهل تاس ًَع ّش ؿاهل تَاى هي سا          ًيشٍي

   ًيشٍي الاػتيه هماٍم دس تشاتش تغييش هىاى 

   ًيشٍّاي هيشايي هماٍم دس تشاتش ػشػت 

   ّش تاسگزاسي هؼتمل خاسخي 

  

  

)(tp


0)()(  tumtp





 : ( دالاهثز اصل اس استفادُ ) ديٌاهيكي تعادل
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  هؼاٍي آى همذاس وِ ؿَد هي گشفتِ ًظش دس هداصي ًيشٍي يه ايٌشػي ًيشٍي دالاهثش اكل عثك

   .اػت حشوت خْت تا هخالف آى خْت ٍ ؿتاب دس خشم حاكلضشب

 

  .اػت تؼادل حال دس لحظِ ّش دس ػيؼتن ايٌشػي، ًيشٍي وشدى هٌظَس تا وِ هي گشدد هلاحظِ

 

 هتحشن، خؼن آصاد پيىشُ ًوَداس سػن تا حشوت هؼادلات اػتخشاج تشاي سٍؽ ايي دس تٌاتشايي

  هؼاٍي ػاصُ تش هَثش ًيشٍّاي هدوَع حشوت، خْت خلاف دس ايٌشػي ًيشٍي وشدى تاهٌظَس

 .ؿَد هي دادُ لشاس كفش

  

  

 : ( دالاهثز اصل اس استفادُ ) ديٌاهيكي تعادل
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 :هؼادلِ حشوت، ّواى هؼادلِ تؼادل ّوِ ايي ًيشٍّاػت 
 

 

 .دس اداهِ هثال ّايي دس ساتغِ تا تاثيش چْاسچَب هشخغ اًتخاتي روش هي ؿَد

  

  

)(

)(

tpkuucum

tpfff SDI







 : ( دالاهثز اصل اس استفادُ ) ديٌاهيكي تعادل
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  دسًتيدِ ٍ ؿذُ چشخاًذُ دسخِ 90 وِ تفاٍت ايي تا اػت لثلي ػيؼتن هاًٌذ فَق ؿىل ػيؼتن

 .   وٌٌذ هي اثش تشآى هىاى تغييش دسخْت ثملي ًيشٍّاي

 اص ًاؿي اػتاتيه تغييشهىاى هدوَع (ًيافتِ تغييشؿىل ٍضؼيت اص تغييشهىاى) ول تغييشهىاى     

 اًذاصُ اػتاتيىي يافتِ تغييشؿىل ٍضؼيت اص وِ)  uديٌاهيىي اضافي تغييشهىاى ٍ  w=mg ٍصى

 .تاؿذ هي (ؿَد هي گيشي

  

  

u

 تاثيز ًيزٍّاي ثقلي در هعادلِ حزكت : 1هثال 

𝑢 (t) 𝑢 (t) 

𝑢(t) 
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     ول هىاى تغييش  :         

       ديٌاهيىي هىاى تغييش  :         

 ٍصى اص ًاؿي اػتاتيىي تغييشهىاى  :         

 

 

                                                : ًيشٍّا تؼادل ساتغِ 

  

u

st

u

wtpukucum

fffwtp SDI





)(
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

 تاثيز ًيزٍّاي ثقلي در هعادلِ حزكت : 1هثال 

uuuuuu
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
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 :خَاّين داؿت              ٍ تا تَخِ تِ ايٌىِ 

  

  

wk st 

اگش هٌظَس تؼييي تغييشهىاى ّا پغ اص تغييشؿىل اػتاتيىي  ػيؼتن تاؿذ، : ًتيجِ هْن

 .هي تَاى ًيشٍّاي ثملي سا اص هؼادلِ حشوت حزف وشد

 

الثتِ تشاي تذػت آٍسدى هَاسدي چَى تغييش هىاى ول ٍ تٌؾ ول تايذ هماديش تذػت آهذُ تا 

 .هماديش هتٌاظش اػتاتيىي خوغ ؿَد

)(tpkuucum  

 تاثيز ًيزٍّاي ثقلي در هعادلِ حزكت : 1هثال 
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ِ گاّي حشوت اثش تش تلىِ صهاًي، هتغيش تاس اػوال اثش تش تٌْا ًِ ػاصُ ديٌاهيىي پاػخ  اثش تحت هثلا) تىي

 .آيذ پذيذ تَاًذ هي (صلضلِ

 .اػت ؿذُ دادُ ًـاى صيش ؿىل دس صلضلِ تحشيه تحت ػاصُ يه اص اي ػادُ هذل 

 ؿذُ هـخق ثاتت هحَس يه تِ ًؼثت ػاصُ پايِ ug(t) هىاى تغييش تَػظ صلضلِ اثش تش صهيي افمي حشوت

 . اػت

  

 حزكت هعادلات در گاّي تكيِ تحزيك تاثيز :2هثال
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 :ؿَد هي فشم ؿَد هي ًاهيذُ تشؿي ػاصُ هذل اكغلاحاَ وِ هذل ايي دس

   .تاؿذ ؿذُ هتوشوض آى دس ػاصُ خشم ٍتوام تاؿذ كلة لاب افمي تيش (الف

  تغييشعَل داساي (ػتَى هحَس اهتذاد) لائن خْت دس ٍ ٍصى تذٍى لائن ّاي ػتَى (ب

 دادُ ًـاى  k ػختي ضشية تا تيش خاًثي هىاى تغييش هماتل دس آًْا هماٍهت ٍ تاؿٌذ ًوي

 (اػت ؿذُ گشفتِ ًظش دس k/2 ػتَى ّش ػختي ػادگي تشاي ايٌدا دس) اػت ؿذُ

 

 ػتًَْا خوؾ تِ وِ تاؿذ هي u خاًثي حشوت آصادي دسخِ يه داساي  m خشم تشتية ايي تِ 

 .داسد تؼتگي

  

 حزكت هعادلات در گاّي تكيِ تحزيك تاثيز :2هثال
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 𝑓I + 𝑓D + 𝑓S = 0 :                                                            ساتغِ تؼادل ًيشٍّا 

وِ ًيشٍي   تؼتگي داسًذ، دس حالي ًيشٍّاي الاػتيه ٍ هيشايي تِ تغييشهىاى ٍ ػشػت ًؼثي 

 :اػت يؼٌي   ايٌشػي ّوَاسُ  تش اػاع تغييشهىاى هغلك تذػت هي آيذ ٍ ٍاتؼتِ تِ     

 

 

 :تا خايگزاسي دس ساتغِ فَق 

 

 

تشاي حل ايي هؼادلِ اتتذا تايؼتي تواهي ًيشٍّا تشحؼة يه هتغيش يىؼاى ًَؿتِ ؿًَذ تا تَخِ 

 تِ ايٌىِ

 

  

tu

t

IDs umfucfkuf   ,,

0 kuucum t 

g

t

g

t uuuuuu  

 حزكت هعادلات در گاّي تكيِ تحزيك تاثيز :2هثال
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 : داسين فَق ساتغِ دس خايگزاسي تا 

 

 

 

 يه تلَست صهيي حشوت يؼٌي .تاؿذ هي گاّي تىيِ  تحشيه هَثش تاس          هؼادلِ ايي دس

 .وٌذ هي اثش ػاصُ تش ايٌشػي ًيشٍي

 اػت  p(t) خاسخي تاسّاي تِ ًؼثت آى ٍاوٌؾ ّواًٌذ دليماَ صهيي ؿتاب تِ ًؼثت ػاصُ ٍاوٌؾ 

  .اػت صهيي ؿتاب دس ػاصُ خشم حاكلضشب هؼاٍي وِ
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effg
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kuucumum
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 حزكت هعادلات در گاّي تكيِ تحزيك تاثيز :2هثال
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 تغييش هىاى فٌش دس هحذٍدُ خغي تِ ؿىل صيش اػت -ساتغِ ًيشٍ
 
 
 
 
 

 .ٍاحذ هىاى تغييش ايداد تشاي لاصم ًيشٍي اص اػت ػثاست  k ػختي

 تَاى هي گيشًذ لشاس اػتفادُ هَسد ػيؼتن يه دس ػشي يا هَاصي كَست تِ فٌش چٌذ وِ كَستي دس

 دس تاؿذ داؿتِ هـاتْي ػولىشد وِ عَسي وشد خايگضيي هؼادل فٌش يه تا سا فٌشّا هدوَػِ ايي

 .ؿَد تؼييي هؼادل فٌش ػختي تايؼتي كَست ايي

  

kuf s 

 :فٌزّاي هَاسي ٍ سزي 
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 : هَاسي فٌزّاي

  اختلاف ػلت تِ آًْا داخلي ًيشٍّاي ٍلي ؿًَذ هي خاتدا اًذاصُ تيه فٌش دٍ حالت ايي دس

 .تاؿٌذ هي هتفاٍت ػختي ّايـاى

 

 

 

 

 :پغ تَد، خَاّذ تلَست فٌش هىاى تغييش -ًيشٍ ساتغِ ؿَد فشم  هؼادل فٌش ػختي اگش

 

 .تَد خَاّذ               هَاصي فٌش  n هؼادل ػختي تشتية ّويي تِ
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 :فٌزّاي هَاسي ٍ سزي 
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 :سزي فٌزّاي 

 

 :دس ايي حالت ًيشٍي داخلي فٌشّا هؼاٍي اػت ٍلي تغييش عَل ّاي هتفاٍتي داسًذ 

 

 :خَاّذ تَد، پغ           تغييش هىاى فٌش تلَست      -ساتغِ ًيشٍ

 

 :خاتدايي ول اًتْاي هدوَػِ فٌشّا تشاتش هدوَع تغييش عَل فٌشّا اػت لزا 

 

 

 

 .فٌش ػشي تِ كَست                    خَاّذ تَد nتِ ّويي تشتية ػختي  هؼادل 
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 :فٌزّاي هَاسي ٍ سزي 
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  هَاصي فٌش دٍ هاًٌذ m خشم عشف دٍ دس اهتذاد ّن فٌش دٍ :تَجِ

  ) .ؿَد هي افضٍدُ يىذيگش تِ دٍ آى ػختي ّاي ٍ وٌٌذ هي ػول

 اًذاصُ يه تِ فٌش دٍ هَاصي فٌشّاي حالت ايي دس وِ گشدد تَخِ

 ػختي اختلاف ػلت تِ ؿاى داخلي ًيشٍّاي ٍلي ؿًَذ هي خاتدا

 (اػت هتفاٍت ّايـاى

  

 :فٌزّاي هَاسي ٍ سزي 
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 : تَضيح
 كلة اخؼام حشوت هَسد دس ؿَد هي ًَؿتِ                    تلَست رسُ يه هَسد دس وِ ًيَتي دٍم لاًَى
 . ؿَد هي ًَؿتِ لٌگش هؼادلِ يه ٍ ًيشٍيي هؼادلِ دٍ تلَست كفحِ دس ًاصن

 

وِ                  ؿتاتْاي اًتمالي هشوض خشم ًؼثت تِ دػتگاُ هختلات دلخَاُ هي تاؿٌذ ٍ هؼادلِ تؼادل 
 :  ديٌاهيىي لٌگش سا حَل ّش ًمغِ دلخَاّي هي تَاى ًَؿت

    G         هؼادلِ تؼادل لٌگش حَل هشوض خشم 

 يا

       O    هؼادلِ تؼادل لٌگش حَل هحَس چشخؾ 

دس سٍاتظ فَق                ؿتاب صاٍيِ اي چشخؾ خؼن كلة ،          هواى ايٌشػي خشهي حَل هحَس 
 .هي تاؿذ O هواى ايٌشػي خشهي حَل هحَس ػوَد تش ًمغِ    ،   Gهاستش هشوض خشم 

  

 GI

OI

GxGy uu  ,

umf 

GYyGXx umfumf    ,

GG IM 

00 IM 

 چزخص          جسن دٍار تز حسة ساٍيِ استخزاج هعادلِ حزكت يك: 3هثال 
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 ػٌَاى تِ ايٌشػي لٌگش تايذ لٌگش، ديٌاهيىي تؼادل هؼادلِ ًَؿتي دس وِ دٌّذ هي ًـاى فَق سٍاتظ

  دس خشهي ايٌشػي هواى حاكلضشب هؼاٍي آى همذاس وِ ؿَد گشفتِ ًظش دس هداصي لٌگش يه

 .اػت دٍساًي حشوت خْت هخالف آى خْت ٍ اي صاٍيِ ؿتاب

 

 

 : وَچه چشخؾ تشاي
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  ديٌاهيىي، تؼادل سٍؽ تِ پيچيذُ ٍ تضسي ّاي ػيؼتن تِ هشتَط حشوت هؼادلات اػتخشاج

 .اػت هـىل

 : هجاسي كار اصل طثق

  هداصي هىاى تغييش اػت تؼادل دسحال ًيشٍّا اص اي هدوَػِ اثش تحت وِ ػيؼتوي تِ اگش

 ٍ وشدُ الٌاع سا هشصي ؿشايظ يؼٌي) تاؿذ لثَل لاتل ػيٌواتيىي ًظش اص وِ ؿَد اػوال وَچىي

 .تَد خَاّذ كفش ًيشٍّا وليِ تَػظ ؿذُ اًدام واس ول (ًثشد تيي اص سا ػيؼتن پيَػتگي
 

 هؼادلي ػثاست وَچه هداصي هىاى تغييش يه عي دس ؿذُ اًدام واس تَدى كفش اكل ايي عثك

 .اػت تؼادل تياى تشاي

 

  

     principle of virtual work                                 اصل كار هجاسي   
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 :تَاى هي حشوت هؼادلات آٍسدى تذػت تشاي ديٌاهيىي ػيؼتن يه دس تٌاتشايي

.i ؿذُ تؼشيف ايٌشػي ًيشٍّاي ؿاهل وِ سا ػيؼتن خشم ّاي تش ٍاسدُ ًيشٍّاي تواهي اتتذا 

 ٍ وشد، تؼييي تاؿٌذ هي ًيض دالاهثش عثك تش

.iiوشد، هؼشفي هٌاػثي هداصي تغييشهىاى ػيؼتن آصادي دسخِ ّش دس ػپغ 

.iii ٍ آٍسد تذػت سا حشوت هؼادلات آى، دادى لشاس كفش هؼاٍي ٍ ول واس هحاػثِ تا دسًْايت. 

 

 تغَس سا آًْا تَاى هي وِ اػت هداصي واس خولات تَدى اػىالش سٍؽ ايي ػوذُ ّاي هضيت اص

  هي خوغ تشداسي ؿىل تِ فمظ ٍ تَدُ تشداسي ػاصُ تش ٍاسدُ ًيشٍّاي حاليىِ دس وشد، خوغ خثشي

 .ؿًَذ

  

     principle of virtual work                                 اصل كار هجاسي   
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  : هثال

 

 

 ٍ هحاػثِ m خشم تِ هؤثش ًيشٍّاي واس ول .ؿَد هي دادُ du هداصي هىاى تغييش m خشم تِ

   :ؿَد هي دادُ لشاس كفش هؼاٍي
 

 

 اػت كفش هؼاٍي وشٍؿِ داخل ػثاست پغ اػت كفش غيش اختياسي وَچه تغييشهىاى du چَى

 : ًتيدِ دس

 

  

)( tpfff SDI 

)()()()( tptkutuctum  

       

        0][

0





utptftftf

utputfutfutf

SDI

SDI

d

dddd

du 
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 اكل اص اػتفادُ حشوت، هؼادلات اػتخشاج دس تؼادل تشداسي هؼادلات اص پشّيض تشاي ديگش سٍؽ

 .ؿَد هي اػتفادُ اًشطي تغييشات اص آى دس وِ اػت ّاهيلتَى

 

 : ّاهيلتَى اصل تياى

 ًيشٍّاي تَػظ يافتِ اًدام واس تغييشات اضافِ تِ پتاًؼيل ٍ خٌثـي اًشطي تغييشات

 .تاؿذ كفش تشاتش t2 تا t1 صهاًي فاكلِ ّش عي دس تايؼتي غيشپايؼتاس
 

  : ؿَد هي ًَؿتِ صيش سياضي ػثاست تلَست هؼوَلا ّاهيلتَى اكل

 
2

1

2

1

0)(
t

t
nc

t

t
dtWdtVT dd
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 :آى دس وِ

T: ػيؼتن ول خٌثـي اًشطي  

V: وشًـي اًشطي ؿاهل ػيؼتن، پتاًؼيل اًشطي (strain energy) ٍ ًيشٍّاي پتاًؼيل اًشطي  

 (صهاى تا ثاتت ًيشٍّاي) پايؼتاس خاسخي

Wnc: ًيشٍّاي ؿاهل ػيؼتن، تش ؿذُ اػوال غيشپايؼتاس ًيشٍّاي تَػظ يافتِ اًدام واس  

 دلخَاُ خاسخي ًيشٍي ّش ٍ هيشايي

d: ؿذُ دادُ ًـاى صهاًي فاكلِ عَل دس تغييشات 

 .آيٌذ هي دػت تِ هؼتميواً ػيؼتن ّش حشوت هؼادلات ، ّاهيلتَى اكل اص اػتفادُ تا

  

      principle of Hamilton                                      : ّاهيلتَى اصل
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 داخل هؼادلات دس هؼتميواً الاػتيه ٍ ايٌشػي ًيشٍّاي وِ اػت آى هداصي واس سٍؽ تا سٍؽ ايي فشق

 .هي گشدد اػتفادُ پتاًؼيل ٍ خٌثـي اًشطي تغييشات اص تتشتية آًْا تداي ٍ ؿًَذ ًوي

 ٍ ًيشٍّا دسحاليىِ تاؿذ، هي اػىالش اًشطي هماديش اص اػتفادُ هضيت داساي سٍؽ ايي تشتية ايي تِ

 خولات ػليشغن سًٍذ، هي تىاس هداصي واس سٍؽ دس آًْا هتٌاظش اثشات دادى ًـاى تشاي وِ ّايي تغييشهىاى

 .ّؼتٌذ تشداسي ّوگي تاؿٌذ، هي اػىالش وِ واس

 خولِ حالت، ايي دس .تشد تىاس ًيض اػتاتيىي هؼائل تشاي تَاى هي سا ّاهيلتَى اكل وِ اػت تَخِ لاتل

 ّؼتٌذ، ًاهتغيش صهاى تِ ًؼثت اًتگشال دس تاليواًذُ خولات ديگش ٍ گشديذُ كفشT  خٌثـي اًشطي تِ هشتَط

 :آيذ هي دس صيش تلَست هؼادلِ تٌاتشايي

 

 .داسد اػتاتيىي تحليل دس ٍػيؼي واستشد وِ تَدُ هيٌيون پتاًؼيل اًشطي هـَْس اكل ّواى وِ

( Wnc (هي ؿَد حشاست كشف هثلا)ؿَد هي صايل ؿاى اًشطي ٍ هتغيشًذ وِ اػت ًيشٍّايي تِ هشتَط واس ) 

 

  

  0 ncWVd
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 اكل ّاهيلتَى
 

 اًشطي خٌثـي ػيؼتن  
 

 (اًشطي وشًـي فٌش )اًشطي پتاًؼيل ػيؼتن
 

 :ّؼتٌذ p(t)ٍ ًيشٍي خاسخي 𝑓D ًيشٍّاي غيش پايؼتاس ػيؼتن  ًيشٍي هيشايي 

                                                                            

 (تِ ػاصُ اًشطي هي دّذ(     ) اص ػاصُ اًشطي هي گيشد )                                                                                                                                                   

      :تا خايگزاسي ػِ ساتغِ فَق دس اكل ّاهيلتَى
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 :تا هحاػثِ تغييشات اٍليي خولِ ٍ هشتة وشدى خولات خَاّين داؿت 
 
 

 :تا اًتگشال گيشي خضء تِ خضء اص خولِ اٍل آى سا هي تَاى تلَست صيش ًَؿت 

  0)(
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t

dtutpukuuucuum dddd 
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 حزف t1ٍ t2 گيشي اًتگشال حذٍد دس δu تغييشات وِ اػت تشايي فشم ّاهيلتَى اكل دس چَى

 اخيش هؼادلِ خايگضيٌي تا تٌاتشايي ؿَد هي كفش اخيش هؼادلِ ساػت ػوت خولِ اٍليي گشدد هي

 :ؿَد هي ًتيدِ لثلي هؼادلِ دس

 

 

 

 خَاّذ اسضا ٍلتي فمظ ولي حالت دس فَق هؼادلِ اػت ٍاضح اػت اختياسي δu تغييشات ٍچَى

 :يؼٌي تاؿذ كفش هؼاٍي وشٍؿِ داخل ػثاست وِ ؿذ

)()()()( tptkutuctum  
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
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 فصل دٍم

ّای یک درجِ آزادی ٍاکٌص ارتعاش آزاد سیستن 

1 
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 ایٌىِ تسٍى اٍلیِ، سطعت یا اٍلیِ تغییطهىاى اعوال اثط زض استاتیىی تعازل ٍضعیت اظ ساظُ اًحطاف

 .ضَز هی ساظُ آظاز اضتعاش تِ هٌجط ضَز اعوال ساظُ تِ زیگطی ذاضجی تحطیه

 ضىل تِ تَاى هی ضا آظازی زضجِ یه سیستن ّط حطوت هعازلِ وِ ضس زازُ ًطاى لثل فصل زض

 : ًَضت ظیط ولی

 فَق هعازلِ تایس هطرص، اٍلیِ ضطایط تا p(t) هحطن ًیطٍی اثط تحت سیستن ٍاوٌص تعییي تطای 

     ًوایٌس هی اًتراب اٍلیِ ضطایط تعٌَاى ضا t = 0 لحظِ زض هىاى تغییط ٍ سطعت هعوَلا، .ًوَز حل ضا

(ů(0) , u(0)) 

  زٍ هجوَع اظ هعازلِ ایي جَاب .است ثاتت ضطایة تا هعوَلی زیفطاًسیل هعازلِ یه فَق هعازلِ

 : ضَز هی حاصل شیل جَاب

)()()()( tptkutuctum  

)()()( tututu pc 

Free Vibration         ٍاکٌص ارتعاش آزاد سیستن ّای یک درجِ آزادی
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.iعوَهی جَاب uc(t) : ِتاضس هی سیستن آظاز اضتعاش هعازل فیعیىی ًظط اظ و. 

.iiذصَصی جَاب up(t) : ِاظ ًاضی ٍ است سیستن اجثاضی اضتعاش هعازل فیعیىی ًظط اظ و 

   .تاضس هی هحطن ًیطٍی

  حالت) تاضس p(t) = 0 وِ حالتی زض  صطفا آظازی زضجِ یه سیستن حطوت هعازلِ فصل ایي زض

 :یعٌی گیطز هی لطاض تطضسی هَضز (آظاز اضتعاش
                              

                                  (2) 

 :ضَز هی فطض ظیط تصَضت جَاتی هعازلِ ایي تطای

                                 (3) 

 :)2( ضاتطِ زض آى وطزى جایگعیي تا ٍ

                                 (4)                        

 

 

0)()()(  tkutuctum 

stGetu )(

  02  stGekcsms

Free Vibration         ٍاکٌص ارتعاش آزاد سیستن ّای یک درجِ آزادی
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 اظ استفازُ ٍ mGest تط وطزى تمسین اظ پس است صازق t همازیط توام اظای تِ (4) هعازلِ ایٌىِ تِ تَجِ تا

 :ظیط تعطیف
                                                      (5) 

 : هی آیس زض ظیط ضىل تِ هعازلِ
                                                      (6) 

 

 آٍضز تسست s تطای تَاى هی هعازلِ ایي اظ وِ جَاتی ضَز، هی ًاهیسُ سیستن هطرصِ هعازلِ فَق، هعازلِ

 .زاضز سیستن هیطایی تِ تستگی ضَز هی تیاى (6) هعازلِ تَسط وِ حطوتی اًَاع لصا زاضز، c همساض تِ تستگی

 :آظاز اضتعاش ّای سیستن اًَاع
 هیطایی تسٍى1.
 :هیطایی تا2.

.iظیطتحطاًی 
.iiتحطاًی 
.iiiتحطاًی فَق 

m

k
2

022  s
m

c
s

Free Vibration         ٍاکٌص ارتعاش آزاد سیستن ّای یک درجِ آزادی
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     Damped Free Vibration                      ضًَدُ هیرا آزاد ارتعاش اًَاع
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     Damped Free Vibration                      ضًَدُ هیرا آزاد ارتعاش اًَاع
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 :تصَضت ظیط ذَاّس تَز( 6)تاضس، هعازلِ هطرصِ c=0اگط 

 

 

 :عثاضت ذَاّس تَز s جَاب  

 

                                                           

 :جَاب عوَهی ظیط ضا ذَاّین زاضت( 3)تا لطاض زازى ضیطِ ّای فَق زض ضاتطِ 

 

 

 : تا استفازُ اظ ضاتطِ اٍلط، هعازلِ فَق ضا تِ ضىل سازُ تط ظیط هی تَاى ًَضت

 

022 s

iS 2,1

  titi eGeGtu   21

  tBtAtu  cossin 

   (هیرایی بدٍى) ضًَدُ هستْلک غیر آزاد ارتعاش
                                                              Undamped Free Vibration     



8 

 ٍ تغییطهىاى همازیط تَزى هعلَم تا .آیٌس هی تسست اٍلیِ ضطایط اظ استفازُ تا B و A ضطایة

                            :هی ضًَس تعییي تسازگی ضطایة ایي  ů(0) و  u(0) یعٌی حطوت آغاظ زض سطعت

 
 :زاضین لصا ٍ

                

 ًطاًگط وِ است ضًَسُ هستْله غیط آظاز زضجِ یه سیستن آظاز اضتعاش هعازلِ ، فَق ضاتطِ
 .است ضسُ ضسن ظیط ضىل زض وِ است سازُ ّاضهًَیىی حطوت یه

 

 

 
 

  tut
u

tu 


cos0sin
0




  Au 0  Bu 0

   (هیرایی بدٍى) ضًَدُ هستْلک غیر آزاد ارتعاش
                                                              Undamped Free Vibration     
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 هیطا سیستن زض اًطغیی چَى ًوی یاتس واّص ظهاى طی زض اضتعاش زاهٌِ ضَز هی زیسُ ضىل زض وِ ّواًطَض

 .ًوی ضَز

•ω تیاى ظهاى ٍاحس تط ضازیاى تطحسة وِ تاضس هی حطوت ای ظاٍیِ سطعت یا (طثیعی)زٍضاًی فطواًس 

 ضَز هی

 :آیس ًیع اظ ضاتطِ ظیط تسست هی fفطواًس •

                                                                (11) 

 

 .هی تاضس Hzثاًیِ ٍ ٍاحس آى ّطتع   1فطواًس عثاضت است اظ تعساز زٍضُ ّای تٌاٍب زض ظهاى 
 

، اظ ضاتطِ ظیط تسست (ظهاى لاظم تطای یه زٍض ًَساى واهل)هی تاضس Tهعىَس فطواًس وِ زٍضُ تٌاٍب •
 آیس                                                               هی

                                                                        (12) 
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   (هیرایی بدٍى) ضًَدُ هستْلک غیر آزاد ارتعاش
                                                              Undamped Free Vibration     
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ِصَضت تِ تَاى هی ضا ،(11 ضاتطِ) هیطایی تسٍى آظازی زضجِ یه سیستن آظاز اضتعاش هعازل 

 :ًَضت ًیع وسیٌَسی جولِ یه

                                                    (14) 

 : زاهٌِ حطوت، تطاتط است تا ρ (Amplitude  ) زض ایي ضاتطِ

                                                    (15) 

  

                                                  :   تطاتط است تا )  θ (Phase Angle ٍ ظاٍیِ فاظ

                                                    (16)  
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   (هیرایی بدٍى) ضًَدُ هستْلک غیر آزاد ارتعاش
                                                              Undamped Free Vibration     
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 ٍاوٌص وٌٌسُ هطرص وِ (6) هطرصِ هعازلِ جَاب ٬تاضس هیطایی زاضای سیستن ّطگاُ

 :تَز ذَاّس ظیط صَضت تِ است، سیستن

 

 (تىطاضی-6)           

 

 

 

. تطحسة ایٌىِ همساض ظیط ضازیىال هثثت، هٌفی یا صفط تاضس، سِ ًَع حطوت لاتل تصَض است

تراطط سَْلت واض، اتتسا حالت حسی یعٌی ٍلتی وِ ظیط ضازیىال صفط تاضس، هَضز تطضسی لطاض 

 .هی ًاهٌس )Critical damping)هیطایی تحطاًی ایي حالت ضا . هی گیطز

 

1

0,02

2

2,1

22









s

css

 (هیرایی دارای) ضًَدُ هستْلک آزاد ارتعاش
                                                                                Damped Free Vibration     
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 :وِ است تسیْی گطزز، صفط تا تطاتط هطرصِ هعازلِ زض ضازیىال ظیط ّطگاُ

                                                         :تا است تطاتط  تحطاًی هیطایی همساض لصا

                                               :تا تَز ذَاّس تطاتط هطرصِ هعازلِ زض )s) همساض ٍ

 
  هعازلِ تطای                    هضاعف ّای ضیطِ ٍجَز تعلت (3) هعازلِ اظ آهسُ تسست ٍاوٌص

 :تاضس هی ظیط تصَضت هطرصِ،

                                                  
  تحطاًی هیطایی حالت آظاز اضتعاش ٍاوٌص هعازلِ ًْایی ضىل فَق، هعازلِ زض اٍلیِ ضطایط اعوال تا

   :آیس هی تسست
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                                             Critical Damped  (ξ=1) بحراًی هیرایی -الف
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 است ضسُ زازُ ًطاى ظیط ضىل زض تحطاًی هیطایی حالت زض آظاز اضتعاش ٍاوٌص

 

 

 

 

  هحَض حَل ًَساى صَضت تِ تحطاًی، هیطایی تا سیستن یه آظاز اضتعاش ٍاوٌص وِ است تَجِ لاتل
  هیل صفط سوت تِ هىاى تغییط اذیط، هعازلِ تَاًی جعء تا هطاتك تلىِ .تاضس ًوی صفط هىاى، تغییط

 .وٌس هی
 آظاز اضتعاش ٍاوٌص زض ًَساًی ّیچ آى، اظای تِ وِ است هیطایی همساض ووتطیي تحطاًی، هیطایی
  لاظم هیطایی همساض ووتطیي اظ، است عثاضت تحطاًی هیطایی زیگط عثاضت تِ .ًوی آیس تَجَز سیستن

 .ساظُ آظاز اضتعاش پاسد زض ًَساًات حصف تطای

                                             Critical Damped  (ξ=1) بحراًی هیرایی -الف
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هَاجِ تاضٌس تحطاًی هیطایی اظ تیص هیطایی زاضای وِ ای ساظُ ّای سیستن تا عازی، ضطایط زض چِ اگط 

 .است هفیس هثحث ایي تىویل تطای حالت ایي تطضسی لیىي ًوی ضَین

حالت زضایي >1  ُحالت ایي زض) ًَضت ظیط تطىل تَاى هی ضا سیستن هطرصِ هعازلِ ّای ضیطِ ٍ تَز 

 :(است صفط اظ تعضگتط ضازیىال ظیط
 ˆ12

2,1 s 1ˆ 2  

 

 

 
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 
    t
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
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






















 

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




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0
(ˆcosh)0(

)ˆcoshˆsinh(
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ˆ

2

ˆ

1

)ˆ(

2

)ˆ(

1
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21



                                            Over Damped  (ξ>1) بحراًی فَق هیرایی -ب
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ضطایة فَق ضاتطِ زض A و B اًس ضسُ تعییي اٍلیِ، ضطایط اظ استفازُ تا. 
 

 یه حطوت ضثیِ تلىِ ًثَزُ ًَساًی تصَضت تحطاًی، فَق هیطایی تا سیستن یه ٍاوٌص 
  سطعت تا سیستن هیطایی، ًسثت افعایص علت تِ وِ فطق ایي تا است تحطاًی هیطایی تا سیستن
 .گطزز هی تط ذٌثی حالت تِ ووتطی

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ِعوطاى هٌْسسی ّای ساظُ زض تحطاًی فَق هیطاضًَسُ ّای سیستن وِ است شوط تِ لاظم الثت 
 .ًوی تاضس هتساٍل

                                            Over Damped  (ξ>1) بحراًی فَق هیرایی -ب
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 تاضس هی تحطاًی هیطایی اظ ووتط هیطایی همساض حالت ایي زض

 

 .ضَز هی هٌفی سیستن، هطرصِ هعازلِ زض ضازیىال ظیط همساض لصا ٍ

 اظ ضطیثی صَضت تِ هیطایی همساض وِ است تْتط حالت، ایي زض آظاز اضتعاش ٍاوٌص تطضسی هٌظَض تِ

 : وِ تطتیة ایي تِ ضَز، تیاى تحطاًی هیطایی

 

 تا (.هی ًاهٌس هیطایی زضصس ٬ضَز تیاى زضصس صَضت تِ اگط ٍ) .ًاهٌس هی هیطایی ًسثت ضا ξ وِ

 : زاضین سیستن، هطرصِ هعازلِ جَاب زض فَق هعازلِ تىاضگیطی

 

 

mcc cr 2




m

c

c

c

cr 2


22

2,1 )(  s

                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ
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 : زاضت ذَاّین D پاضاهتطجسیس هعطفی ّوچٌیي ٍ ضازیىال علاهت وطزى عَض تا

                                          (23) 

                                          (24) 

  

D ُضا فطواًس اضتعاش هیطا ضًَس (DAMPED  VIBRATION FREQUENCY) هی ًاهٌس. 

  ٬)ξ < 20%) ّستین ضٍتطٍ آى تا عازی ای ساظُ ّای سیستن زض وِ هیطایی ّای ًسثت تِ تَجِ تا 

   () هیطا غیط فطواًس تا ووی اذتلاف فَق هعازلِ طثك(D) ضًَسُ هیطا اضتعاش فطواًس همساض

 .زاضز

 .است ضسُ زازُ تعسی اسلایس زض هیطایی ًسثت ًوًَِ همازیط

21  D

Dis  2,1

                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ
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                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ

     

     ) ξ )هیطایی ًسثت                                                                    ساظُ ًَع         

 

  0.02                        پصیط اًعطاف زیَاضّای ٍ جَضی اتصالات تا فَلازی لاب  (1
  0.05                         سرت پَضص ٬پیچی یا جَضی اتصالات تا فَلازی لاب  (2
   پصیط اًعطاف زاذلی زیَاضّای توام ٍ  

 0.07                 تتٌی تطضی زیَاضّای ٍ پیچی یا تطضی اتصالات تا فَلازی لاب  (3

 0.05                                                  پصیط اًعطاف زیَاضّای تا تتٌی لاب  (4

 0.07               پصیط اًعطاف زاذلی زیَاضّای توام ٍ سرت پَضص تا تتٌی لاب  (5

   0.10                                         تٌایی یا تتٌی تطضی زیَاضّای تا تتٌی لاب  (6

  0.10                   زاضًس تٌایی یا ٍ تتٌی تطضی زیَاضّای فمط وِ ساذتواًْایی  (7
   0.15                           ّستٌس چَتی تطضی زیَاضّای زاضای وِ ساذتواًْایی  (8
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                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ
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 : وطز هحاسثِ ظیط صَضت تِ اظ تَاى هی ضا تحطاًی ظیط حالت آظاز اضتعاش ٍاوٌص

 

 

 تَاى هی ًیع ظیط تط سازُ صَضت تِ ضا هعازلِ ایي لصا است، سازُ ّاضهًَیىی حطوت تیاًگط پطاًتع، زاذل لسوت

 : ًَضت

 

   :ضَز هی ًتیجِ فَق، هعازلِ ضطایة هحاسثِ تطای ٬ ů (0)و u(0) اٍلیِ ضطایط اعوال تا تالاذطُ

 

 

 

 

 .است تحطاًی ظیط حالت زض سیستن آظاز اضتعاش هعازلِ ٬فَق هعازلِ
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                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ
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 : ًَضت ًیع ظیط وسیٌَسی جولِ صَضت تِ تَاى هی ضا هعازلِ ایي

 

 

 

 : آن در که

 (AMPLITUDE)            زاهٌِ           

  

 (PHASE ANGLE)         فاظ ظاٍیِ                       

 

 پَش واّص :        

         

 ّاضهًَیىی پاسد :        

 

 

 

 

 

 

 

     tetu D

t cos)(

ρ = * ,
𝑢 0 +  𝑢 0 𝜉𝜔

𝜔𝐷
-2+  𝑢(0) 2+1/2 

θ = tan−1  
𝑢 0 +  𝑢 0 𝜉𝜔

𝜔𝐷 𝑢 0
 

𝑒−𝜉𝜔𝑡 

𝜌𝑐𝑜𝑠(𝜔𝐷𝑡 − 𝜃) 

                                           Under Damped  (ξ<1) بحراًی زیر هیرایی -پ
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1.0,9.0,

9.0,1.0,

2

DD

D

D

DD

TT

T













  TD افعایص ظهاى تٌاٍب ←  ωDواّص فطواًس اضتعاضی هیطاضًَسُ ←افعایص هیطایی

 

 .ًطخ استْلان تا افعایص ًسثت هیطایی، افعایص چطوگیطی زاضز

 

 

 

 

 

 ارتعاش استْلاک ًرخ در هیرایی تأثیر

21  D
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زٍضُ ّط زض اضتعاش زاهٌِ هیطا اضتعاش زض ٍلی است ثاتت اضتعاش زاهٌِ ًاهیطا اضتعاش زض  

 .است لثل زٍضُ اظ وَچىتط

 هیطایی تاعث واّص فطواًس طثیعی اظω   ِافعایص ظهاى تٌاٍب                           ت ٍ

 .هی ضَز                            تِ           اظ  

 

 

 

 

 

 

21  D
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 ًاهیرا ٍ ضًَدُ هیرا سیستوْای آزاد ارتعاش پاسد هقایسِ
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هیطایی ًسثت تاثیط ξ  است ضسُ زازُ ًطاى ظیط ضىل زض تغییطات، ایي تط. 

 20  % همازیط تطای هیطایی ًسثت تاثیط هیعاى > ξ ، ّای ساظُ هیطایی هحسٍزُ زض یعٌی 

 .ضَز هی فطض                                اغلة ضٍ ایي اظ است، ًاچیع تسیاض ٬هتعاضف

 

 

 

 

 

  DD TT ,

 ًاهیرا ٍ ضًَدُ هیرا سیستوْای آزاد ارتعاش پاسد هقایسِ
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   اٍلیِ سطعت تسٍى ٍ         اٍلیِ هىاى تغییط یه اثط زض تحطاًی، ظیط حالت زض سیستن یه ٍاوٌص

 ًطاى ظیط ضىل زض (اٍلیِ تغییطهىاى یه تا سىَى حالت اظ جطم وطزى ضّا زیگط تعثاضت) 

  هحَض حَل ،  ωD زٍضاًی ثاتت فطواًس تا سیستن، ایي وِ ضَز هی هلاحظِ .است ضسُ زازُ

 .وٌس هی ًَساى صفط، تغییطهىاى

 

 0u

  )00( u

     tetu D

t cos)(

 ًاهیرا ٍ ضًَدُ هیرا سیستوْای آزاد ارتعاش پاسد هقایسِ
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 ًاهیرا ٍ ضًَدُ هیرا سیستوْای آزاد ارتعاش پاسد هقایسِ
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هطىل آى تعییي ٍ است پیچیسُ تسیاض عازی ای ساظُ ّای سیستن زض ٍالعی هیطایی هطرصات  

 .تاضس هی

هعازل ٍیسىَظ هیطایی ًسثتْای حسة تط ضا ٍالعی ّای ساظُ هیطایی هتساٍل تطَض ξ وٌٌس هی تیاى  

 .است آظاز اضتعاش ضطایط ًظیط هیطایی ضست تیاًگط وِ

تَاى هی ضٍش زٍ تِ آظازی، زضجِ یه سیستن آظاز اضتعاش حطوت ضسُ ثثت ًوَزاض اظ استفازُ تا 

 : ًوَز تعییي ضا ξ هیطایی ًسثت

 ضٍش ًین زاهٌِ( 2ضٍش واّص لگاضیتوی                        ( 1

وِ ّط زٍ ضٍش تط اساس ضاتطِ اضتعاش آظاز سیستن یه زضجِ آظازی تا هیطایی ظیطتحطاًی استَاض 

 .هی تاضٌس

 

     twetu D

t cos)(

 ((ξ هیرایی ًسبت تعییي ّای رٍش
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 ٍ  unزٍ اٍج هتَالی هثثت اظ هٌحٌی تغییطهىاى اضتعاش آظاز ضا زض ًظط تگیطیس، وِ همازیط هتٌاظط  

un+1 ًسثت ایي زٍ همساض هتَالی تطاتط است تا . ًاهیسُ ضسُ است: 

 

 

 :تسست هی آیس 𝜹اظ ططفیي هعازلِ فَق لگاضیتن طثیعی هی گیطین، واّص لگاضیتوی 

 

 :تا استفازُ اظ هعازلِ فطواًس هیطا ضًَسُ ًتیجِ هی ضَز

 

 : ٍ زض ًتیجِ                        ٬(              )وَچه تاضس  ξٍلتیىِ 

 

𝑢𝑛
𝑢𝑛+1

=
 𝜌 𝑒−𝜉𝜔𝑡 Cos (𝜔𝐷𝑡 − 𝜃) 

  𝜌 𝑒−𝜉𝜔 𝑡+2𝜋 𝜔𝐷  Cos (𝜔𝐷(𝑡 + 2𝜋 𝜔𝐷 ) − 𝜃)
= 𝑒𝑥𝑝 2𝜋ξ
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                                Logarithmic Decrement    لگاریتوی کاّص رٍش -1
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 : تا استفازُ اظ تسط سطی تیلَض، هعازلِ اٍل ضا هی تَاى تِ صَضت ظیط ًَضت 

 

 

 

 :تا تمطیة ذَتی هی تَاى تسط سطی فَق ضا تِ زٍ جولِ اٍل آى هحسٍز وطز، وِ زض ایي صَضت ξ٬تطای همازیط وَچه  

 

آًْا تسیاض ون تاضس، هی تَاى تا اذتیاض وطزى اٍج ّایی اظ هٌحٌی ٍاوٌص وِ  ( هیطایی)زض سیستن ّایی وِ همساض استْلان 

 :سیىل، هیعاى زلت زض هحاسثِ ًسثت هیطایی ضا افعایص زاز؛ تٌاتطایي   mچٌسیي سیىل اظ ّن فاصلِ زاضتِ تاضٌس هثلا 

 

 :وِ آًطا هی تَاى تِ صَضت سازُ تط ظیط ًَضت 
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 .است استَاض حطوت پَش هٌحٌی زاهٌِ اساس تط ًیع ضٍش ایي

 :وِ وٌین هی اًتراب طَضی هٌحٌی ضٍی ضا اٍج ًمطِ زٍ

 

 :ًَضت تَاى هی تاضٌس زاضتِ ظهاًی فاصلِ یىسیگط اظ تٌاٍب زٍضُ m اًساظُ تِ ًمطِ زٍ ایي اگط

 

 

 :اظ ططفیي هعازلِ فَق لگاضیتن طثیعی هی گیطین

 

 

 :پس
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 داهٌِ ًین رٍش -2
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آظازی زضجِ یه  سیستن یه تِ ضسُ زازُ اًطغی( ٍضٍزی اًطغی input  energy) ِاعوال اظای ت  

 :تا است تطاتط           اٍلیِ سطعت ٍ            اٍلیِ هىاى تغییط

 

 

 

زلرَاُ لحظِ ّط زض t  جٌثطی اًطغی ضاهل سیستن ول اًطغی اضتعاش، اظ EK اًطغی ٍ جطم  

 :تاضس هی (است یافتِ ضىل تغییط ساظُ وطًطی اًطغی هساٍی وِ) ES پتاًسیل
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                        Energy of Free Vibrating systems آزاد ارتعاش در اًرژی
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 :اًطغی ول تطاتط ذَاّس تَز تا

 

 

اصل تمای )لاتل هلاحظِ است وِ اًطغی ول هستمل اظ ظهاى تَزُ ٍ ّوَاضُ هساٍی اًطغی ٍضٍزی است 
 (.اًطغی زض سیستن ًاهیطای زض حال اضتعاش
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 هیرایی بدٍى سیستن برای -الف
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 ظیط ضاتطِ اظ  u(t) جایگصاضی تا تَاى هی ضا سیستن پتاًسیل اًطغی ٍ جٌثطی اًطغی فَق، ضٍال طثك

 .وطز هحاسثِ فَق ضٍاتط زض

 

 

 

 .یافت ذَاّس واّص ظهاى اظ تاتعی صَضت تِ (Et) ول اًطغی هیطایی، اظ ًاضی اًطغی استْلان علت تِ

 :تا است تطاتط t تا 0 ظهاًی فاصلِ زض هیطایی علت تِ اًطغی واّص همساض

 
 

 ٍ ضسُ ٍضٍزی اًطغی هساٍی فَق ضاتطِ طثك ضسُ هستْله اًطغی تیٌْایت، سوت تِ  t وطزى هیل تا

 .ضَز هی صفط تالیواًسُ اًطغی
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 هیرایی با سیستن برای -ب
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 ضسُ هسل هماتل ضىل هطاتك ٍظى تسٍى ّای ستَى تا صلة تیط صَضت تِ ای طثمِ یه ساذتواى :هثال
 است، ضسُ اًجام آى ضٍی تط آظاز اضتعاش آظهایص یه ، ساظُ ایي زیٌاهیىی ٍاوٌص اضظیاتی تطای است،
 تغییطهىاى جاًثی تطَض ّیسضٍلیىی، جه یه ووه تِ ،(صلة تیط) سیستن ایي سمف وِ تطتیة تسیي
 ایجاز تطای 20kips همساض تِ ًیطٍیی وِ ضس هطاّسُ ظزى جه ٌّگام زض است، ضسُ ضّا سپس ٍ یافتِ
 همساض اٍلیِ، هىاى تغییط ایي تا سیستن وطزى ضّا اظ پس .است لاظم ایٌچ0.20  همساض تِ هىاًی تغییط

 1.40  تطاتط سیىل ایي طی زض آى تٌاٍب زٍضُ ٍ ایٌچ 0.16 تطاتط تعسی تطگطت زض آى هىاى تغییط حساوثط

secاست ضسُ هحاسثِ ظیط زیٌاهیىی پاضاهتطّای فَق، اطلاعات اساس تط .تاضس هی: 

 هیرایی با سیستن برای -ب
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 هیرایی با سیستن برای -ب
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: هطرصِ ّای هیطایی( 3  

 هیرایی با سیستن برای -ب
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 فصل سَم

 ارتعاش اجباری          

بارگذاری ّارهًَیکی: قسوت اٍل                    



2 

 پاسخ بِ بارگذاری

EDOtpkuucum ..)( 

هؼادلِ حشوت یه سیستن یه دسخِ آصادی تِ ضىل ولی صیش تذست آٍسد  : 

 

 

خَاب ایي هؼادلِ دیفشاًسیل هؼوَلی اص دٍ تخص تطىیل هی ضَد:                                

        

  وِ دسآى(t)  uc ػوَهی خَاب (complementary solution) ًظش فیضیىی ًظیش استؼاش اص
 :    آصاد         سیستن  است وِ اص حل هؼادلِ صیش تذست هی آیذ

 

 (t) up   خػَغی  خَاب(complementary solution)       ًُظیش استؼاش اخثاسی تحت تاس ٍاسد
 :تَدُ ٍ تا حل هؼادلِ دیفشاًسیلی حشوت تا دس ًظش گیشی عشف ثاًی آى تذست هی آیذ

)()()( tututu pc 

0 kuucum 

)(tpkuucum  
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هیزاییحالت بذٍى  –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

 تا تَخِ تِ هغالة تخص لثل ػثاست است اصخَاب ػوَهی: 
 

 
 

 صیش ًَضتِ هی ضَدتِ غَست تاتغ تاس  ّاسهًَیىیخَاب خػَغی تا تَخِ تِ ضىل  : 
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حالت بذٍى هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

 داهٌِ پاسخ
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حالت بذٍى هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   
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حالت بذٍى هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

)1(

sin
cossin)(

2

0









k

tp
tBtAtu

 اػوال ضشایظ اٍلیِ تشای تؼییي ضشایة ثاتت Aٍ             :B 

)0(010)0(;0 uBBAut 




 1
)1(

01)0(
2

0






k

p
BAu

)1(

)0(

)1(
)0(

1
2

0

2

0









 





k

pu

k

p
uA






7 

حالت بذٍى هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   
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حالت بذٍى هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

یؼٌی تاضذ سىَى حالت اص ضشٍع غَست تِ هسالِ اٍلیِ ضشایظ اگش: 
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 بزرسی حالات خاص

( 1حالت خاص   
    حالتی وِ فشواًس تاس تسیاس ووتش اص فشواًس ساصُ تاضذ

 
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.تغییش ضىل استؼاضی تمشیثا ً هساٍی تغییش ضىل استاتیىی استدس ایي حالت داهٌِ   
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 بزرسی حالات خاص

 ( 2حالت خاص 
 حالتی وِ فشواًس تاس تسیاس تضسگتش اص فشواًس ساصُ تاضذ 

 
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 .تذیي هؼٌی وِ تغییش ضىل استؼاضی تشای ًیشٍّای تا سشػت ًَساى صیاد، تسیاس وَچه است
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 بزرسی حالات خاص

( 3حالت خاص   
  .ًاهیذُ هی ضَد (resonance) حالتی وِ فشواًس تاس تشاتش تا فشواًس ساصُ تاضذ حالت تطذیذ یا ّوگاهی

 

ایي تاتغ لسوتی  ًیست چَى تِ ػٌَاى حل خػَغی اهىاى پزیش  G sinωtتاتغ دس ایي حالت اًتخاب 

 :خَاّذ تَد وِ هٌدش هی ضَد تِ Gt cosωtخػَغی تِ ضىل حل . اص حل ػوَهی ًیض هی تاضذ

tt
k

p
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2
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 بزرسی حالات خاص

ِ  حالت گزسا تشای حزف سشػت حالت پایا وافی تاضذ تٌحَی وِ ضیة غفش  :تَخِ تایذ سشػت هؤلف

 .ایداد ضَد تِ ایي تشتیة ضشایظ اٍلیِ سضا گشدد t=0دس لحظِ 

 .وٌذ                      دسایي غَست حالت تطذیذ تشٍص خَاّذ وشدهیل      تِ       اگش

( 4حالت خاص   
  (Beating)ّوفاص ضذى ٍ غیش ّوفاص ضذى دٍ هؤلفِ پاسخ دس صهاًْای هختلف تاػث ایداد پذیذُ ضشتاى

 .هی ضَد

 

0  
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حالت با هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

هؼادلِ حشوت سیستن یه دسخِ آصادی هیشا ضًَذُ تحت تاس ّاسهًَیىی تِ غَست ریل خَاّذ تَد: 

)()()(

sin0

tututu

tpkuucum

pc 

 

t

DDc etBtAtu   )cossin()(

  tGtGtu p  cossin 21 

 خَاب ػوَهی

خػَغیخَاب   

 .                                  تِ غَست ریل تِ دست هی آیٌذ G1 ٍ G2 تا خایگزاسی خَاب هضتَس دس هؼادلات حشوت ضشایة ثاب  

222

2

0
1

)2()1(

1










K

P
G

222

0
2

)2()1(

2








K

P
G

 :تٌاتشایي

t
k

p
t

k

p
tu p 









cos

)2()1(

2
sin

)2()1(

1
)(

222

0

222

2

0








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حالت با هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

 uc (t)  پاسخ گزسا (transient)   است وِ داهٌِ آى تِ ٍاسغِ ػاهل هیشایی تِ هشٍس صهاى واّص

 (: ٍ اص ّویي سٍ است وِ تِ آى پاسخ گزسا گفتِ هی ضَد) هی یاتذ

 up(t)  پاسخ پایا (steady state)    هاداهی  )است وِ تِ غَست ثاتت تا صهاى خشیاى خَاّذ داضت

 .(وِ  تاس تش ساصُ اػوال گشدد
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 u(t)  پاسخ ولی اص تشویة دٍ پاسخ گزسا ٍ پایا تِ ضىل صیش تذست هی آیذ. 

 .اختلاف دٍ ًوَداس ًاضی اص پاسخ گزسا تَدُ وِ تتذسیح هستْله ضذُ ٍ اثش آى اص تیي هی سٍد

حالت با هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   
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222

2

222 )2()1(

cos2sin)1(
.

)2()1(

1
.)(





 






tt
utu stp

 استخزاج فزم هعادلی بزای پاسخ پایا

222 تا تؼشیف )2()1(

1

 
D

k

p
u o

st   :خَاّین داضت ٍ

222

2

)2()1(

cos2sin)1(
..)(










tt
Dutu stp

222

2

)2()1(

1
cos











222 )2()1(

2
sin









2

1

1

2
tan







 

222 )2()1(  

2

21 

)sin(..]cossinsin.[cos.)(   tDuttDutu ststp

 :ساتغِ فَقدس 

θ  ;صاٍیِ فاص(Phase Angle)  

= D  ضشیة تضسگٌوایی دیٌاهیىی(Dynamic Magnification Factor) 
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 بزرسی پاسخ پایای سیستن ّای هیزا شًَذُ تحت بار ّارهًَیکی

 ضشیة تضسگٌوایی دیٌاهیىی ٍ صاٍیِ فاص تستگی تِ دٍ پاساهتشξ  ٍβ داسًذ 

2

1

1

2
tan







 

222 )2()1(

1

 
D
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حالت با هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

 :بحث
 تا تَخِ تِ ًوَداسθ- β  تشای حالت تذٍى هیشایی(: ( ξ = 0  

 ( ّوفاص)خْت تاس ٍ تغییش هىاى یىساى     ←     θ = 0      آًگاُ    β 1 >     اگش  −         

 وٌذهیل هی ∞ تِ حشوت داهٌِ ←  90 °اختلاف فاص    ←     θ = 90    آًگاُ     β 1=     اگش −          

 (غیش ّوفاص)واّص تغییش هىاى تا افضایص ًیشٍ     ←     θ = 180  آًگاُ    β 1 <     اگش  −         
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حالت با هیزایی –پاسخ بِ بارگذاری ّارهًَیک   

  اگشβ =1     ٍξ ≠ 0   ُآًگا: 

 2

1

)2(0

1

22



D

  اگشβ =1     ٍξ = 0   ُآًگا: 

  θ = 90     ٍD = ∞    
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 بزرسی حالات خاص

( 1حالت خاص   
    حالتی وِ فشواًس تاس تسیاس ووتش اص فشواًس ساصُ تاضذ

 

1 

 تَخِ تِ ًوَداسّای اسلایذ لثلتا θ → 0  ≈  D  , 1استؼاش ّن فاص 

)sin(.)sin(..)( tutDutu ststp  
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 :ًکات هْن 
 
 ًیشٍ استهىاى ّن فاص تغییش 

 

  ٌِتغییش هىاى تِ سختی داهk تستگی داسد. 
 

 سختی تحت وٌتشل سفتاسSTIFFNESS CONTROL  

 

                   ًُظیش یه تاس استاتیىی ػول     تاس سیٌَسی ٍاسدُ تِ آساهی اػوال ضذ ٍ

 .هی وٌذ
0






 بزرسی حالات خاص
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 بزرسی حالات خاص

1 

( 2حالت خاص   
    حالتی وِ فشواًس تاس تسیاس تضسگتش اص فشواًس ساصُ تاضذ

 0 ,  θ → 180  →  D(out of phase vibration) استؼاش غیش ّن فاص 

)sin(.)sin(.)sin(.
1

.)sin(.
1

.

)sin(.
412

1
.)sin(.

)2()1(

1
.

)sin(..)(

2

0

2

2

0
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2224222














































t
m

p
t

k

p
tutu

tutu

tDutu

stst

stst

stp

 
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 بزرسی حالات خاص

 :ًکات هْن 

 (دس خلاف خْت ّن ّستٌذ)اختلاف فاص داسًذ °180 ٍ ًیشٍ هىاى تغییش 

  ٌِتستگی داسد         تغییش هىاى تِ  داه. 

 ایٌشسی تحت وٌتشل سفتاسInertia Control   

m

p0
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 آهَسُ ّایی بزای طزح لزسُ ای

 ِسا  است (                 سیٌَسیوِ خیلی ضثیِ تاس )چگًَِ هی تَاى خاتدایی ساصُ تحت تاس صلضل

 ؟واّص داد

 .ساصُ سٌگیي  عشاحی ضَد ←( ایٌشسی)اگش                                  سیستن تحت وٌتشل خشم ( 1

 .ضَدعشاحی سخت   ساصُ  ←سختی سیستن تحت وٌتشل اگش                                  ( 2

 

  1

  1

tp sin0
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 Resonance  پذیذُ تشذیذ                                                                

تاضذ یه تا تشاتش فشواًس ًسثت وِ سا حالتی ( β=1 ) عثیؼی فشواًس تا تشاتش ٍاسدُ تاس فشواًس ٍلتی یؼٌی 

 .ضَد هی ًاهیذُ تطذیذ حالت (         ) تاضذ ساصُ استؼاش
دیٌاهیىی تضسگٌوایی ضشیة همذاس چِ اگش D ایي ٍلی است، ًضدیه آى همذاس حذاوثش تِ حالت ایي دس  

 .تاضذ ًوی ای هیشاضًَذُ سیستن ّش هاوضیون پاسخ همذاس تیاًگش حالت
 ساتغِ اص گیشی هطتك تا تَاى هی سا هاوضیون پاسخ تِ هشتَط فشواًس ًسثت دلیك همذاس ٍالغ دس D ًسثت 

 :آٍسد تذست آى دادى لشاس غفش هساٍی ٍ β تِ

 

2

2

22223

322
3

422

4222222
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1

21

021)21)(4(
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1
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)4)24(2())24(1(
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1

)24(1

1

4)1(

1





























peak

peak

D

D

d

dD

D

1 
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  k=5.5 ton/cm سا دس ٍسظ خَد تش سٍی فٌشی تِ سختی W=400 tonتیش ًطاى دادُ ضذُ ٍصًِ : هثال

اگش . هی تاضذ I=25170 cm4ٍ هواى ایٌشسی تیش  E=2.1x106 kgf/cm2هذٍل استداػی تیش . تحول هی وٌذ

دس ًظش گشفتِ ضذُ ٍ اص ٍصى تیش غشفٌظش ضَد، تا فشؼ ایٌىِ تیش تحت ضتاب پایِ لائن   %10یشایی سیستن ه

 :صیش لشاس گیشد  هغلَتست تؼییي

 صهاى تٌاٍب عثیؼی استؼاش تیش،-الف

  t=2 sتغییشهىاى، سشػت ٍ ٍاوٌص تىیِ گاّی دس لحظِ  -ب

  tgtug 5sin35.0

cm
kgf

kk

kk
k

cm
kgf

cm
tonk

cm
kgf

k

springbeam

springbeam

spring

beam

7.2606
55003.4955

55003.4955.

55005.5

3.4955
800

25170101.248
3

6
















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rad
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k
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
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 (   هاشیي ّای لزسشیا ) ارتعاشدستگاُ ّای هَلذ 

                            Vibration Generator (Shaking Machine)                        

  

توام ّای آصهایص دس ٍالؼی ّای ساصُ تش ّاسهًَیه ًیشٍّای اػوال تشای استؼاش هَلذ ّای دستگاُ اص  
 .ضَد هی استفادُ  full scale همیاس

خشم تا دٍاس ٍصًِ دٍ اص وِ دّذ هی ًطاى سا استؼاش هَلذ دستگاُ صیش ضىل  me /2  تا هتوشوض خشم تػَست 
 .است یافتِ تطىیل وٌٌذ هی دٍساى     ثاتت ای صاٍیِ سشػت تا یىذیگش، خْت خلاف دس وِ e هحَسی تشٍى

temtp e  sin)()( 2
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temtpkuucum هؼادلِ حشوت e  sin)(sin 2

0  

 تغَس هتذاٍل  چَى<< m  me   تشای تحشیه ساصُ هؼوَلا ً لاصم است دستگاُ هَلذ هی تاضذ

 .تِ حشوت دسآیذاستؼاش تا فشواًس تالا 

 ُاص دستگاُ هَلذ استؼاش هی تَاى تشای اًذاصُ گیشی فشواًس عثیؼی ٍ ًسثت هیشایی ساصُ استفاد

 .وشد

 (   هاشیي ّای لزسشیا ) ارتعاشدستگاُ ّای هَلذ 

                            Vibration Generator (Shaking Machine)                        
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 هحاسبِ فزکاًس طبیعی ساسُ بِ کوک دستگاُ هَلذ ارتعاش

هؼادلِ پاسخ پایا تحت تاس ّاسهًَیىی تِ ضىل صیش هی تاضذ: 

Duu

ttDutu

stp

stp





max

)sin()sin(..)(





 داهٌِ استؼاش پایا

 اًذاصُ گیشی فشواًس عثیؼی ساصُ تِ ووه دستگاُ هَلذ استؼاش دس عی سًٍذ تدشتی صیش اهىاى

 :پزیش خَاّذ گشدیذ

 ساُ اًذاصی دستگاُ هَلذ استؼاش تا فشواًس دلخَاُ -1

پس اص هیشا ضذى استؼاش   D) = up max= ust (ρiاًذاصُ گیشی داهٌِ استؼاش پایا    -2

 گزسا 

 تِ تؼذاد دفؼات لاصم            1ٍ2هشاحل تىشاس 

i 
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 استؼاضی دستگاُ هَلذ استؼاش  فشواًسدس تشاتش تغییشهىاى داهٌِ تشسین هٌحٌی تغییشات  -3

 

 .خَاّذ تَدتشاتش تا فشواًس عثیؼی ساصُ تغییشهىاى حذاوثش وِ فشواًس هتٌاظش تا داهٌِ تؼییي  -4

 هحاسبِ فزکاًس طبیعی ساسُ بِ کوک دستگاُ هَلذ ارتعاش
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 هحاسبِ هیزایی

 آصاد استؼاش حشوت داهٌِ واّص هیضاى گیشی اًذاصُ هیشایی، تؼییي سٍضْای تشیي سادُ ٍ هتذاٍلتشیي اص یىی 

 .ضذ دادُ تَضیح داهٌِ ًین سٍش ٍ لگاسیتوی واّص سٍش ػٌَاى تحت فػل دس ً هفػلا وِ است

 m
u

u

mn

n 2ln 


 هیشایی گیشی اًذاصُ تشای استؼاش هَلذ دستگاُ اص آًْا دس وِ ضَد هی پشداختِ سٍضْایی تَضیح تِ اداهِ دس

 :ػثاستٌذاص سٍضْا ایي ضَد هی استفادُ

 تطذیذ تمَیت سٍش -1

 تاًذ پٌْای سٍضْای -2

   هؼادل لضخی هیشایی سٍش -3
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 رٍش تقَیت تشذیذ1)
RESONANT AMLIFICATION METHOD        

 :ضذ تیاى صیش تػَست ّاسهًَیىی تاس تحت پایا پاسخ

 

 

هختلف ّای فشواًس تا استؼاش هَلذ دستگاُ ووه تِ ساصُ ًیض ایٌدا دس ωi ضَد هی تحشیه ٍ 

 .ضَد هی گیشی اًذاصُ حالت ّش دس ( ρi ) پایا استؼاش داهٌِ

 پایا خَاب داهٌِ تغییشات هٌحٌی (ρi  ) هختلف ّای فشواًس ًسثت حسة تش (  βi) ضَد هی سسن. 

 

 

 

 

Duu

ttDutu

stp

stp





max

)sin()sin(..)(





 داهٌِ استؼاش پایا
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 لزا. اتفاق هی افتذ                                چَى حذاوثش داهٌِ استؼاش پایا تِ اصای: 
 
 
 
 

 
 
 
هَاسدی دس تخػَظ تطذیذ پاسخ اًذاصُ گیشی چَى ًیست، آلی ایذُ سٍش تطذیذ تمَیت سٍش  

  چَى .است ًاهوىي هَاسد تؼضی دس ٍ پیچیذُ واسی تاضذ ون خیلی ساصُ هیشایی وِ

 .ضَد هی ساصُ خغی غیش سفتاس ًاحیِ تِ ٍسٍد ٍ ساصُ خشاتی هَخة تضسي تسیاس تغییشهىاًْای

 2

1

12

1

2
max 


D
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ُپایا استؼاش داهٌِ ٍ ضذُ تحشیه هختلف ّای فشواًس تا استؼاش هَلذ دستگاُ ووه تِ ساص ( ρ)  

 .ضَد هی گیشی اًذاصُ حالت ّش دس
 پایا خَاب داهٌِ تغییشات هٌحٌی ( ρ ) هختلف ّای فشواًس ًسثت حسة تش ( β ) ضَد هی سسن. 
β1  ٍ β2 ضَد هی هضتَستؼییي هٌحٌی سٍی اص         داهٌِ تا هتٌاظش فشواًس ّای ًسثت. 
 

 ضَد هی هحاسثِ صیش ساتغِ اص هیشایی ًسثت: 
 
 

 

 

2

max

)(
2

1
12  

 (  ًین تَاى)رٍش پٌْای ًَار( 2
              BAND WITH (HALF POWER) 
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 ساتغِ                             اثثات: 

 : هی تاضٌذ لزا          هىاىتغییش هتٌاظش تا داهٌِ  β1  ٍβ2  تا تَخِ تِ ایٌىِ ًسثت ّای فشواًس

)(
2

1
12  

2

max

 (  ًین تَاى)رٍش پٌْای ًَار( 2
              BAND WITH (HALF POWER) 

:تِ ووه ساتغِ تسظ سشی دٍخولِ ای  

11;...
642

31

42

1

2

1
1)1( 322/1 







 xxxxx
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 هیزایی لشجی هعادل   
                                      EQIVALENT VISCOUS DAMPING 

تشیي سادُ ضَد هی گشفتِ ًظش دس  سشػت تا هتٌاسة هیشایی ًیشٍیی آى دس وِ خغی لضج هیشایی 

 تِ آى تحلیلی حل ٍ ضذُ خغی حشوت دیفشاًسیل هؼادلِ چَى .است استفادُ هَسد هیشایی ضىل

 .ضَد هی پزیش اهىاى سادگی
 

ًظیش هختلفی ّای هىاًیسن ٍ تاضذ هی ای پیچیذُ عثیؼت داسای هیشایی ٍالؼی ّای ساصُ دس 

 .ّستٌذ گزاس تأثیش ساصُ هیشایی دس ...ٍ سیال هماٍهت داخلی، اغغىان
 

ضَد هی دادُ ًطاى هؼادل خغی لضج هیشایی تا ً هؼوَلا ٍالؼی ّای ساصُ هیشایی. 
 

سیىل ّش دس ضذُ تلف اًشطی دادى لشاس هساٍی هؼادل، لضج هیشایی تؼشیف تشای سٍش تشیي هتذاٍل 

 .تاضذ هی خغی لضج هیشایی تا آل ایذُ سیستن یه دس ضذُ تلف اًشطی تا ٍالؼی، ساصُ استؼاش
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 خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی

ساتغِ تایذ اتتذا خغی لضج هیشایی تا آل ایذُ سیستن یه سیىل ّش دس ضذُ تلف اًشطی تؼییي تشای 

 .ضَد تؼییي هتٌاظش تغییشهىاى-هیشایی ًیشٍی
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 پاسخ تغییش هىاى حالت پایا

 پاسخ سشػت

 ًیشٍی هیشایی
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ضىل تِ خغی، لضج هیشایی تا آلی ایذُ سیستن دس تغییشهىاى حسة تش هیشایی ًیشٍی ساتغِ پس 

   .تاضذ هی تیضی یه

تا است تشاتش تیضی ایي هساحت: 

 

 

ِهساحت، ایي اًذاصُ و WD ، دس دستگاُ هیشایی هىاًیضم ٍسیلِ تِ ضذُ تلف اًشطی همذاس تا تشاتش 

 :صیشا تاضذ، هی واهل سیىل یه

2 cWD 

 خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی
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ًسثت هیشایی  تٌاتشایيξ اص ساتغِ صیش لاتل هحاسثِ خَاّذ تَد: 

فٌش تغییشهىاى-ًیشٍ خغی ساتغِ تِ تَخِ تا (fs=ku) دس استداػی اًشطی تػَست فٌش تغییشهىاى تِ هشتَط واس 
 : تا است تشاتش ٍ ضذُ رخیشُ دستگاُ

 
 
 
ًَضت تَاى هی صیش غَست تِ سا هیشایی دسغذ ساتغِ لزا : 
 

2

2

1
kWs 
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1
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W

W
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D






 

 (اًشطی وشًطی)اًشطی تغییش ضىل استداػی

 خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی
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 خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی

 تشحسة ضىل یه دس تَاى هی سا (هیشایی ٍ الاستیه ًیشٍی ضاهل ول هماٍم ًیشٍی) fS ٍ  fD  ًیشٍّای هدوَع

 .ضَد هی ًاهیذُ (پسواًذ) ّیستشصیس حلمِ ضَد هی دیذُ ضىل دس وِ ای حلمِ .ًوَد سسن u تغییشهىاى

 
 
 
 

 

 
 

 ساتغِ دس ku خولِ ػلت تِ وِ تاضذ هی ضىل تیضی u هماتل دس fS + fD ًوَداس ضَد هی هلاحظِ وِ ّواًغَس
 تیي هحػَس سغح هساٍی هیشایی ػلت تِ ضذُ تلف اًشطی ّن ٌَّص .است ًوَدُ دٍساى ضىل هغاتك فَق

 .است غفش هساٍی ، fs = ku الاستیه ًیشٍی همذاس ته هٌحٌی تَسظ هحػَس سغح چَى است، هٌحٌی

)()( tftukff DDS 
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 خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی

تَخِ تا) است گیشی اًذاصُ لاتل (هیشایی ًیشٍی اضافِ تِ الاستیه ًیشٍی) ول هماٍم ًیشٍی آصهایطات دس ً ػولا 
 ول هماٍم ًیشٍی تَاى هی  تشاحتی          گیشی اًذاصُ تا                                                       ساتغِ تِ
   .(وشد هحاسثِ سا
ضىل ،(ًثاضذ سشػت ٍاتستِ خغی عَس تِ هیشایی ًیشٍی وِ حالتی) لضج غیش هیشایی تا ّای سیستن دس  

 ضىل هغاتك ای هٌحٌی غَست تِ هثال تؼٌَاى تلىِ ًثَدُ، تیضی غَست تِ هىاى تغییش -هیشایی ًیشٍی هٌحٌی
 اًشطی اتلاف ّواى تغَسیىِ وشد، تؼشیف هؼادل لضخی هیشایی ضشیة یه تَاى هی حالت ایي دس .تَد خَاّذ صیش
  سا هؼادل لضج هیشایی همذاس .ًوایذ اػوال ضَد، هی هطاّذُ خاتدایی-ًیشٍ ًوَداس سٍی تش وِ سا سیىل ّش
  تغییشهىاى حذاوثش ٍ هساحت هساٍی تشتیة تِ آى هىاى تغییش حذاوثش ٍ هساحت وِ تیضی یه تا تَاى هی

 .ًوَد تؼشیف است، ٍالؼی ًوَداس

)(sin)( 0 tumtpftpff IDS
 )(tu

2
D

eq

W
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   خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی

ضَد هی دادُ لشاس تطذیذ حالت دس دستگاُ ٍالؼی، سیستن یه هؼادل لضج هیشایی تؼییي تشای ػول دس اها. 
 ًیشٍی تِ ًسثت هىاى تغییش پاسخ فاص اختلاف وِ ضَد تٌظین تٌحَی تایذ تحشیه فشواًس هٌظَس ایي تشای

 (ًوایذ ػثَس غفش ًمغِ اص ًیشٍ است حذاوثش هىاى تغییش ٍلتی یؼٌی).تاضذ دسخِ 90 اػوالی
 
ول هماٍم ًیشٍی ًوَداس fS+fD)) هماتل دس u ،تشسین WS ٍ WD اساس تش .ضَد هی گیشی اًذاصُ ضىل هغاتك 

    تؼییي صیش سادُ ساتغِ اص ساصُ هیشایی ًسثت تاضذ هی تطذیذ حالت دس سیستن ایٌىِ تِ تَخِ تا ٍ (i ) ساتغِ
 :ضَد هی

 
 

 
 

 
 
سختی ضشیة k یه تشگطت ٍ سفت هٌحٌی دٍ هیاًی حذ تمشیثی تغَس وِ خغی صاٍیِ ضشیة تا تشاتش سا فٌش 

 :داسین اساس ّویي تش وِ وٌین هی اًتخاب وٌذ هی هطخع سا استؼاش دٍسُ
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   خطی لشج هیزایی با آل ایذُ سیستن یک در شذُ تلف اًزصی



1 

 فصل سوم

 ارتعاش اجباری           

بارگذاری تناوبی: قسوت دوم                      



ضًَذ هی تىشاس هسبٍی صهبًی فَاصل دس وِ ّستٌذ ثبسّبیی تٌبٍثی ثبسّبی. 

 

 

 

تَاى هی ّستٌذ ّبسهًَیه ثبسگزاسی ثِ ًسجت آصادی دسجِ یه سیستن یه ٍاوٌص ثیبًگش وِ هؼبدلاتی اص 

 .وشد استفبدُ تٌبٍثی ثبسگزاسی ًَع ّش ثِ ًسجت اصادی دسجِ یه سیستن ٍاوٌص ثیبى ثشای
 

 ضَد هی ًَضتِ ّبسهًَیه ثبسّبی اص ای هجوَػِ ثصَست تٌبٍثی ثبسّبی فَسیِ سشی ووه ثِ اثتذا. 

 ّبسهًَیه ثبسگزاسی یه ثِ ًسجت ٍاوٌص ّوبى دلیمبً سشی، ایي جولِ ّش ثِ ًسجت ٍاوٌص سپس

 ًسجت ّب ٍاوٌص هجوَع ثب ثَد خَاّذ ثشاثش لَا آثبس تشویت اصل ثب هطبثك ول، ٍاوٌص .ضَد هی هحبسجِ

 .ثبسگزاسی جضء ّش ثِ

 واکنص سیستن های یک درجه آسادی نسبت به بارگذاری تناوبی

2 



 ّش ثبسگزاسی تٌبٍثی دلخَاّی ًظیش ثبسگزاسی ضىل 
 :همبثل سا هی تَاى ثِ صَست سشی فَسیِ ثیبى وشد

 

 

 
 

 :دٍسُ تٌبٍة تبثغ ثَدُ ٍ ضشایت سا ًیض هی تَاى اص سٍاثط صیش هحبسجِ وشد  Tpوِ دس آى   
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ِثبس ثِ هشثَط فَسیِ سشی ًوبیص ثشای ًیبص هَسد جولات تؼذاد تئَسی، لحبظ ثِ اگشچ p(t) 

  p(t) هؼوَلا ّب سشی ًَع ایي دس سشیغ ّوگشایی ٍجَد ػلت ثِ ػولاً ٍلی ثبضذ ثیٌْبیت ثبیذ هی

 .داد ًطبى جولات اص اًذوی تؼذاد ثب تَاى هی سا

 خاص حالات

  : p(-t)= -p(t)  یؼٌی ثبضذ t اص فشد تبثؼی  p(t) اگش  (1

 

 

  : p(-t)= p(t)  یؼٌی ثبضذ t اص صٍج تبثؼی  p(t) اگش  (2
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:بیاى بارگذاری به صورت سزی فوریه   



  ثشای سا فَق سشی تشسیوی ًوبیص ٍ ًوَدُ تؼییي سا صیش ثبسگزاسی ثِ هشثَط فَسیِ سشی :1هثال
 .ًوبییذ هطخص اٍل جولِ سِ ٍ اٍل جولِ دٍ اٍل، جولِ
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 بیاى بارگذاری به صورت سزی فوریه
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 بیاى بارگذاری به صورت سزی فوریه
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 بیاى بارگذاری به صورت سزی فوریه



ِثٌبثشایي .ًَضت فَسیِ سشی یه ثصَست تَاى هی سا تٌبٍثی ثبسگزاسی ّش ضذ هلاحظ: 

 

ٍ وٌین استفبدُ صیش ًوبدّبی اص اگش: 

 

 

اص ثَد خَاٌّذ ػجبست ثبس فَسیِ سشی ػٌبصش اسبس ایي ثش : 

 (است ثبس هتَسط همذاس ًوبیبًگش وِ a0 ضشیت) ثبثت ثبس یه  (1  

  فشوبًس ٍ   anداهٌِ ثب وسیٌَسی ّبسهًَیىی ثبسّبی اص ای هجوَػِ  (2  

 فشوبًس ٍ bn داهٌِ ثب سیٌَسی ّبسهًَیىی ثبسّبی اص ای هجوَػِ  (3 
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 : تحلیل  فزضیات

 ثِ ثستگی وِ گزسا پبسخ هطبلؼِ، هَسد لحظِ دس .ثبضذ هی طَلاًی تذاٍم صهبى داسای هَجَد تٌبٍثی ثبس (1

 .(ًوی گیشد لشاس تَجِ هَسد گزسا پبسخ یؼٌی) است ضذُ هستْله داسد اٍلیِ سشػت

 .ثشد وبس ثِ سا لَا آثبس جوغ اصل تَاى هی ایٌشٍ اص ثَدُ خطی سیستن سفتبس (2
 

تٌبٍثی تحشیه ثِ ضًَذُ هیشا سیستن پبیبی پبسخ فشضیبت ایي ثب p(t)، ثِ هشثَط ّبی پبسخ تشویت 

 :ثبضذ هی فَسیِ سشی جذاگبًِ جولات

 

 :آى دس وِ

   ثبس ام n سیٌَسی جضء ثِ پبسخ         

    ثبس ام n وسیٌَسی جضء ثِ پبسخ       

 ثبس ثبثت جضء ثِ پبسخ 
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 (استبتیىی هسألِ) a0 ثبس ثبثت جضء ثِ پبسخ       هحبسجِ  (1

 

 

 

    (                 یؼٌی)  ثبس ام n  سیٌَسی جضء ثِ پبسخ         هحبسجِ  (2

  

 

 
 : آى دس وِ     
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 (                     یؼٌی) ثبس ام n وسیٌَسی جضء ثِ پبسخ            هحبسجِ (3

 

 

 

ثَد خَاّذ صیش ضىل ثِ سشی، جولات ّوِ ّبی پبسخ هجوَع ثصَست ولی جَاة :  

  

 
0هیشایی ٍجَد ػذم صَست دس =ξ، ثَد خَاّذ صیش ساثطِ هطبثك تٌبٍثی ثبس تحت سیستن پبسخ : 
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 ًظش دس صیش ثطىل سا فَق ثبسگزاسی ثب هتٌبظش سبختگی فشضی تٌبٍثی ثبس تَاى هی هٌظَس ایي ثشای 

 :گشفت

 

 

 
 

 ضَد گشفتِ ًظش دس ّن ػوَهی جَاة خصَصی، جَاة ثش ػلاٍُ ثبیذ حبلت ایي دس اهب. 
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 ؟بزد بکار غیزتناوبی بارهای هورد در را تناوبی بارگذاری به هزبوط تحلیل تواى هی آیا



  هثجت لسوت ضبهل ثبسگزاسی ایي .داسد لشاس صیش ضىل ثبسگزاسی تحت آصادی دسجِ یه سیستن : 3هثال
  ثشاثش ثبسگزاسی تٌبٍة دٍسُ ٍ ثَدُ هیشایی ثذٍى سیستن ایٌىِ فشض ثب .ثبضذ هی سبدُ سیٌَسی تبثغ یه

 .ًوبییذ تؼییي سا سیستن ٍاوٌص ثبضذ، سبصُ استؼبش تٌبٍة دٍسُ سَم چْبس ثب

 

 

 

 :آیذ هی ثذست (2) هؼبدلات اص استفبدُ ثب ثبسگزاسی ایي ثشای فَسیِ ضشایت
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 :اص ثَد خَاّذ ػجبست هَسدًظش ثبس تبثغ فَسیِ سشی ثسط اسبس ایي ثش

 

 

 : آى دس وِ

 

 :ضَد هی ًتیجِ است سبصُ استؼبش تٌبٍة دٍسُ 4/3  ثب ثشاثش ثبسگزاسی تٌبٍة دٍسُ ایٌىِ ثِ تَجِ ثب .است

 

 

 :آهذ خَاّذ ثذست تٌبٍثی ثبسّبی تحت  پبسخ هؼبدلِ دس جبیگزاسی ثب سبصُ ایي پبیبی ٍاوٌص ًْبیت دس ٍ
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 : فوریه سزی نوایی ضکل

  فشهَل ووه ثِ ضذًذ، اسائِ هثلثبتی تَاثغ ثصَست (2) ٍ (1) هؼبدلات طجك وِ سا فَسیِ سشی ػجبسات

 :ًَضت ًیض ًوبیی تبثغ ثصَست تَاى هی اٍلش،

 

  

 

 : ضَد هی تجذیل صیش ًوبیی ضىل ثِ فَسیِ سشی ایٌصَست دس

  

 :طَسیىِ ثِ
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 .داسد ٍجَد ًیض n=-m هتٌبظش همذاس یه ، n=+m  هثلا ،n هثجت همذاس ّش اصای ثِ (2) هؼبدلِ دس وِ است روش لبثل

 گشدش جْت خلاف دس ٍاحذی دٍساًی ثشداسّبی ثؼٌَاى ثتشتیت تَاى هی سا                ٍ               جولِ دٍ
 .ثبضذ هی           صیش، ضىل هطبثك ثشداسّب، ایي ای صاٍیِ سشػت وِ ًوَد فشض آى جْت دس ٍ سبػت ّبی ػمشثِ

  هؼبدلِ دس وِ است روش لبثل ّوچٌیي .وٌٌذ هی حزف سا ّوذیگش ّویطِ ثشداسی صٍج چٌیي هََّهی ّبی هؤلفِ
 آى هؼبدلِ، هََّهی جولات توبم ثبضذ، حمیمی تبثغ یه p(t) اگش لزا است؛ C-m هختلط هضدٍج C+m ضشیت (3)

 .گشدًذ هی حزف سٍد هی اًتظبس وِ طَسی

 

 

 

 

 ًوبیی هؼبدلات هی خَاّین ایٌه ، (3) ٍ (2) هؼبدلات تَسط ًوبیی فَسیِ سشی فشم ثِ اختیبسی هتٌبٍة ثبس ثیبى ثب
 ٍ گیشد هی لشاس ثشسسی هَسد پبیذاس حبلت ٍاوٌص فمط هجذداً، .وٌین استخشاج سا هتٌبٍة ثبس همبثل دس ٍاوٌص

 هیشا هذت ایي دس گزسا حبلت جَاة ثطَسیىِ ثَدُ، طَلاًی وبفی اًذاصُ ثِ هتٌبٍة ثبس تذاٍم صهبى ضَد هی فشض
  .ثبضذ ضذُ

 

 tin 1exp  tin 1exp 

1m
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 یه سیستن حشوت هؼبدلِ ثِ ثٌب ایٌصَست دس .ثبضذ                ثصَست ثبس تبثغ وِ هی وٌین فشض

 :داضت خَاّین آصادی، دسجِ

 

 :ضَد هی فشض صیش صَست ثِ هؼبدلِ ایي پبیذاس حبلت جَاة

 

  ضَد، هی ًبهیذُ فشوبًس ٍاوٌص هختلط تبثغ وِ            تبثغ ، (4) هؼبدلِ دس (5) هؼبدلِ دادى لشاس ثب

 :آهذ خَاّذ ثذست

 

 :هی ضَد ًتیجِ فَق هؼبدلِ دس ξ استْلان ًسجت ٍ β فشوبًس ًسجت ثِ هشثَط ػجبسات هؼشفی ثب

 

 

         4exp titkutuctum  

       5exp tiHtv 

 H

   6
1

2 kcim
H







 
 12

1
2 





ik

H

 tiexp

18 

 پاسخ نسبت به بارگذاری تناوبی
Response to Periodic Loads   



 :هی ضَد ًَضتِ صیش ضىل ثِ                   فشوبًس ثب ثبسی ثشای فشوبًسی هختلط ٍاوٌص ًتیجِ، دس

 

 

 .است                   هختلط  هضدٍج                وِ دسیبفت هی تَاى (10) هؼبدلِ اص .ثبضذ هی              وِ

 اص استفبدُ ثب .ًَضت ًوبیی سشی اص جولِ ّش ثشای سا آصادی دسجِ یه سیستن پبیذاس حبلت جَاة تَاى هی ثٌبثشایي

 : است اسائِ لبثل صیش ثصَست ًیشٍ هتٌبٍة تبثغ ّش همبثل دس سیستن یه دائن حبلت ٍاوٌص لَا، آثبس جوغ اصل

 

 هؼبدل ثب اخیش هؼبدلِ وِ ضَد هی آضىبس ٍلتی داسد ٍجَد هتٌبٍة ٍاوٌص تحلیل ًوبیی ضىل سبدگی دس وِ هضیتی

 .ضَد همبیسِ آى ًظیش هثلثبتی
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 فصل سوم

 ارتعاش اجباری     

بارگذاری ضزبه ای: قسوت سوم             

1 



ضًَس هی تطىیل اصلی ضزتِ یه اس ٍ زاضتِ وَتاّی ًسثتاً تساٍم سهاى ػوَهاً ای ضزتِ تارّای. 

ّا جزثمیل آًی تزهش ًاگْاًی، تزذَرزّای اًفجار، :ػولی ّای هثال ٍ ... 

 

 

 Impulsive Loads                                                              ای ضزبه بارهای 

         رتؼاش تحت اثز ًیزٍا

( I فاس(   

       0≤ t ≤ t1    

 

ارتؼاش آساز تحت اثز ًیزٍ      
              ( II فاس(     

               t > t1    
 

   ( I )تحلیل فاس   
 تحت بار وارده  

      t1 در 

   و        

حل ارتعاش آساد بذوى اعوال  
)( بار تحت ضزایط اولیه          و    1tu)( 1tu

2 

)( 1tu)( 1tu



 .ّستٌس وَتاُ تساٍم سهاى زارای ػوَهاً : ای ضزبه بارهای ههن ویژگی

 

ػوَهاً:     t1 << T 

 
                          تار اػوال اس پس وَتاّی تسیار سهاًی فاصلِ زر حساوثز پاسد ٍلَع

 

 
                                   هیزای ػاهل ٍاسطِ تِ اًزصی جذب تزای وافی فزصت ٍجَز ػسم

 
                                                                                                

 ساسُ حساوثز پاسد تؼییي زر هیزایی اس صزفٌظز                                        
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 Impulsive Loads                                                              ای ضزبه بارهای 
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 پاسد تحت ًیزٍ:  I فاس

  

 جَاب ضاهل ػثارات حالت گذرا ٍ پایا

 

 

 

 .را تؼییي وزز         ٍ هی تَاى             t=t1تا استفازُ اس راتطِ فَق زر 
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                             Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای

                    

τ 



 ارتؼاش آساز                :   IIفاس

 

 ضزایط اٍلیِ:                                                          

 

 : جسیس               تؼزیف هی گزززسهاًی تزای سَْلت هحاسثات هتغیز 

 

 ضزایط اٍلیِ:                                                                                                          
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                             Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای

                    



ِ ای، تارّای اثز تحت ٍاوٌص تزرسی زر هؼوَلاً  سهاًی تاریرچِ) هرتلف لحظات زر آى ٍاوٌص ضزت

 وارتزز ٍ اّویت زارای ساسُ هٌْسسی ًظز اس حساوثز پاسد همسار تلىِ ًوی تاضس، ًظز هَرز (ٍاوٌص

 .زّس هی رخ فاس وسام زر حساوثز پاسد وِ ضَز تزرسی تایس لذا است،

 لاتل سیز تصَرت حساوثز پاسد ٍلَع سهاى آیس، هی پسیس I فاس زر حساوثز پاسد ضَز فزض اگز

 : تَز ذَاّس تؼییي

 

 

 

 :وِ است هؼتثز صَرتی زر جَاب ایي
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                              Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای



 ٍ تَزُ n=1 آیس هی تسست حساوثز پاسد آى اسای تِ وِ n همسار ووتزیي  (iii) راتطِ تِ تَجِ تا

 :پس گیزز لزار استفازُ هَرز هٌفی ػلاهت تایس (iii) راتطِ زر تاضس، تزلزار         ضزط ایٌىِ تزای
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                                  Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای

 : vایي راتطِ تزای هحاسثِ سهاى پاسد حساوثز زر صَرتی هؼتثز است وِ طثك راتطِ 

 
 ( Iضزط ٍلَع پاسد حساوثز زر فاس )            

 

 :تٌاتزایي
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 بزرسی پاسخ به بارهای ضزبه ای نین سینوسی با سهاى های تذاوم هختلف
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                                 Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای



 تذاوم سهانهای با سینوسی نین ای ضزبه بارهای به سیستن پاسخ نوودارهای بزرسی با

 :رسین هی سیز ههن نتایج به هختلف

ضزتِ تساٍم سهاى تِ سیستن پاسد طثیؼت t1 زارز ضسیسی تسیار تستگی. 

تار زیٌاهیىی اثزات (چیي ذط هٌحٌی) استاتیىی حل ٍ زیٌاهیىی پاسد هٌحٌی تیي اذتلاف  

 ًسثت) آراهی تِ ًیزٍ تغییزات چَى .است جشئی اذتلاف ایي t1=3T اسای تِ .زّس هی ًطاى را

 .گیزز هی صَرت (سیستن T طثیؼی تٌاٍب سهاى تِ

زاهٌِ تا آساز ًَساى اٍلیِ ًیافتِ ضىل تغییز ٍضؼیت حَل سیستن ضزتِ، اػوال پایاى اس پس 

 .هی زّس اًجام (هیزایی ٍجَز ػسم ػلت تِ) ثاتت

 اگز t1/T=1.5,2.5,..  ضزتِ اػوال پایاى اس پس سیستن تاضس ( فاس زر II ) تغییزهىاى تسٍى 

 .است صفز اٍلیِ هىاى تغییز ٍ سزػت ( t=t1 لحظِ ) ًیزٍ اػوال پایاى زر چَى هی هاًس؛ تالی
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                              Half-Cycle sine pulse سینوسی نین ای ضزبه بارهای



فاس تزای زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة I (β≤ 1) : 

 هی آیس تسست (i) راتطِ زر راتطِ، ایي تِ هزتَط t زازى لزار تا حساوثز پاسد  (v) راتطِ تِ تاتَجِ

 :اس است ػثارت هتٌاظز تشرگٌوایی ضزیة تٌاتزایي

 

 :آى زر وِ

 

 ضزیة تشرگٌوایی تزای فاسII  (β>1) : 

 :زاهٌِ حزوت ارتؼاضی آساز تَزُ، وِ ػثارت است اس IIپاسد حساوثز زر فاس   (ii)تا تَجِ تِ راتطِ 

 

 هحاسبه ضزیب بشرگنوایی دیناهیكی پاسخ حذاكثز ساسه
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 : ضَز هی هحاسثِ (i) هؼازلِ اس ، t1 سهاى گیزی تىار تا فاس ایي تزای اٍلیِ سزػت ٍ هىاى تغییز

 

 

 

 

 

 : ضَز هی ًتیجِ  (vii) هؼازلِ زر فَق راتطِ زٍ جایگذاری تا
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 :هحاسبه ضزیب بشرگنوایی دیناهیكی پاسخ حذاكثز ساسه 



 

 

 ضزیة D تیافتس، اتفاق II یا I فاس زر حساوثز پاسد ایٌىِ اس اػن حالت، زٍ ّز زر ضَز هی هلاحظِ

 .هی تاضس  t1/T  یا β اس تاتؼی تٌْا هتٌاظز زیٌاهیىی تشرگٌوایی

 

 

 

 . وزز رسن t1/T هرتلف همازیز اسای تِ را D زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة هٌحٌی تَاى هی لذا

 تغییزهىاى پاسد طیف یا ضزتِ طیف یا (shock spectra)  ضَن طیف را آهسُ تسست هٌحٌی

 .هی ًاهٌس
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 :هحاسبه ضزیب بشرگنوایی دیناهیكی پاسخ حذاكثز ساسه 
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 :هحاسبه ضزیب بشرگنوایی دیناهیكی پاسخ حذاكثز ساسه 



(هیزایی تسٍى) آسازی زرجِ یه ساسُ یه هاوشیون ٍاوٌص وِ ضَز هی هلاحظِ لثل، هثالْای تِ تَجِ تا 

ِ ای تارّای تحت  تٌاٍب سهاى تِ ضزتِ تساٍم سهاى  ًسثت یؼٌی t1/T ًسثت تِ تستگی فمط هطرص، ضزت

   .زارز ساسُ طثیؼی

هرتلف همازیز تاسای را زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة تغییزات هٌحٌی تَاى هی سازگی تِ تٌاتزایي t1/T تزای 

ِ ای تارگذاری گًَاگَى اًَاع    .است وززُ رسن ضزت

هی ًاهٌس تغییزهىاى  پاسد طیف یا ضزتِ طیف یا ضَن طیف را هٌحٌی ّا ایي. 
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       Shock spectra                                                   طیف ضوك یا طیف ضزبه  



آى تساٍم سهاى ٍ ای ضزتِ تارگذاری ًَع ضٌاذت تا تٌاتزایي(t1) ٍ ِساسُ طثیؼی پزیَز هحاسث (T)  

 هی آیس تسست (D) زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة هزتَطِ طیف رٍی اس ٍ ضَز هی تؼییي t1/T  ًسثت

 تحث هَرز تارگذاری اثز تحت سیستن زیٌاهیىی ٍاوٌص حساوثز  po/k همسار زر آى وززى ضزب تا وِ

   .تَز ًرَاّس زستگاُ زیٌاهیىی هفصل تحلیل ٍ تجشیِ تِ احتیاجی ٍ ضَز هی تؼییي
 

آى پایِ تِ وِ ضتاب ضزتِ تزاتز زر ساسُ حساوثز ٍاوٌص تؼییي تزای تَاى هی ّوچٌیي ضزتِ طیف اس 

 اس ًاضی ای ضزتِ هَثز ًیزٍی تاضس        پایِ تِ ضسُ اػوال ضتاب اگز  وزز، استفازُ ضَز هی اػوال

 حساوثز تاضس           پایِ ضتاب حساوثز اگز تَز، ذَاّس                       تزاتز ساسُ رٍی تز آى

ِ ای هَثز ًیزٍی  سیز تصَرت زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة تٌاتزایي .تَز ذَاّس                     ضزت

 :ضَز هی ًَضتِ
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       Shock spectra                                                   طیف ضوك یا طیف ضزبه  



  :ًَضت ًیش سیز تصَرت تَاى هی را فَق هؼازلِ

 

 

 تسست حمیمت ایي تِ تَجِ تا اذیز ًتیجِ هی تاضس، جزم ول ضتاب هاوشیون        آى زر وِ

 . است              فٌز الاستیه ًیزٍی هساٍی             وِ هی آیس
 

استفازُ تز ػلاٍُ تَاى هی را لثل صفحِ ضىل ضزتِ طیف ّای هٌحٌی وِ است ٍاضح تٌاتزیي 

 حساوثز ضتاب پیص تیٌی جْت ای، ضزتِ تار تزاتز زر حساوثز تغییزهىاى ٍاوٌص تؼییي جْت

ِ ای ضتاب تزاتز زر  m جزم  ًوَزارّا ایي تِ هؼوَلاً وارتززی چٌیي زرصَرت .تزز تىار ًیش ضزت

 .هی ضَز گفتِ ضَن طیف
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       Shock spectra                                                   طیف ضوك یا طیف ضزبه  



17 

  Response to rectangular pulse force پاسخ به بارهای ضزبه ای هستطیلی
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   Response to triangular pulse force پاسخ به بارهای ضزبه ای هثلثی      



تا استفازُ اس طیف . ساذتواى یه طثمِ ای تحت اثز تار اًفجار هطاتك ضىل سیز لزار هی گیزز: هثال
 .ضزتِ، ًیزٍی ػىس الؼول  حساوثز را زر پایِ ساذتواى هحاسثِ وٌیس

 

 

 

 

 

 

 :پزیَز ارتؼاضی ساسُ اس راتطِ سیز هحاسثِ هی گززز: حل 
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 :است، لذا D=1.33تا تَجِ تِ طیف ضزتِ، ضزیة تشرگٌوایی زیٌاهیىی 
 
 

 :حساوثز ًیزٍ زر پای ساسُ تزاتز ذَاّس تَز تا
 
 

 زیٌاهیىی تشرگٌوایی ضزیة ، (t1=0.005 s) تَز هی همسار ایي زّن یه فمط اًفجار، فطار ضزتِ تساٍم سهاى اگز

 .تَز هیKN  s=894  f ارتجاػی هماٍم ًیزٍی لذا ٍ آهس، هی تسست D=0.2  تزاتز (t1/T=0.063)  ًسثت ایي تزای
 ٍ ضَز هی هماتلِ ساسُ ایٌزسی تَسط اػوالی تار ػوسُ لسوت هست، وَتاُ ای ضزتِ تار یه تزای تٌاتزایي

 هلاحظِ وِ ّواًطَر .تَز ذَاّس تز طَلاًی تار تِ هزتَط تٌطْای اس وَچىتز ذیلی ضسُ ایجاز تٌطْای

 ًطاى الؼولی ػىس ذَز اس تَاًس ًوی فاصلِ ایي زر ساسُ ٍ است وَتاُ تسیار  t1 سهاى زٍم حالت زر هی ضَز
 جذب ساسُ ایٌزسی تَسط ٍارز ًیزٍی اس سیازی همسار چَى ٍ ضَز تشري تغییزهىاًْای ایجاز تاػث وِ زّس

 .است ووتز ذیلی اٍلیِ حالت تِ ًسثت ساذتواى پای زر ضسُ ایجاز ًیزٍی لذا ضَز هی
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 روش تقزیبی تحلیل واكنص تحت اثز نیزوهای ضزبه ای كوتاه هذت

ِای تارّای تزاتز زر ساسُ ّا ٍاوٌص وِ ضس هلاحظ ِ  .هی گززز تؼییي فاس زٍ زر ضزت

زازى ًطاى فزصت ساسُ وِ تطَری تَزُ طَلاًی وافی تحس هی ضَز اػوال ًیزٍ وِ سهاًی هست اگز 

 .هی افتس اتفاق ًرست فاس زر حساوثز تغییزهىاى صَرت ایي زر ،)t1/T >1) تاضس زاضتِ را ػىس الؼول

اگز ٍلی t1 تاضس وَچه آًمسر (t1/T <1/4( ِزر آیس، تَجَز (آساز ارتؼاش) زٍم فاس زر حساوثز جَاب و 

 ولی تطَر آى اس هی تَاى تٌاتزایي ٍ ًثَزُ هلاحظِ لاتل اٍل فاس زر ساسُ تغییزهىاى هؼوَلاً ایٌصَرت

 .هی تاضس ترص ایي زر تحث هَرز تمزیثی رٍش اساس ًىتِ، ایي وِ ًوَز صزفٌظز

21 



 اس چَى سزػت، فمط) اٍلیِ ضزایط تا آساز ارتؼاش هزحلِ زر حزوت هؼازلِ تِ صزفا رٍش ایي زر

  t1 لحظِ زر سزػت تؼییي هٌظَر تِ .هی ضَز اوتفا t1 لحظِ زر (است ضسُ صزفٌظز تغییزهىاى

 .ًوَز استفازُ ًیَتي زٍم لاًَى یا ٍ حزوت  اًساسُ -ضزتِ تساٍی ًظیز رٍضْایی اس هی تَاى

 : زاضت ذَاّین I فاس سهاًی فاصلِ زر حزوت اًساسُ – ضزتِ تساٍی اس 

 

 :ضَز هی سازُ سیز تصَرت فَق راتطِ (سىَى) صفز لحظِ زر اٍلیِ ضزایط تِ تَجِ تا

 

 :گززز هی هحاسثِ  t1 لحظِ زر سزػت ًْایت زر ٍ
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 روش تقزیبی تحلیل واكنص تحت اثز نیزوهای ضزبه ای كوتاه هذت



 :تَز ذَاّس سیز تصَرت II فاس آساز ارتؼاش پاسد ضَز فزض هیزایی تسٍى سیستن اگز

 

 

 

 تِ تَجِ تا ٍ (u(t1)=0)  اٍل فاس زر هىاى تغییز تَزى ًاچیش تِ تاتَجِ است،               آى زر وِ

 ًیزٍّای اثز تحت ساسُ ٍاوٌص تؼییي تزای سیز تمزیثی راتطِ اس تَاى هی    راتطِ اس سزػت همسار

 :وزز استفازُ هست وَتاُ ای ضزیِ

                                           (i)  
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 روش تقزیبی تحلیل واكنص تحت اثز نیزوهای ضزبه ای كوتاه هذت



 :تَز ذَاّس سیز تصَرت II فاس آساز ارتؼاش پاسد ضَز فزض هیزایی تا سیستن اگز
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 روش تقزیبی تحلیل واكنص تحت اثز نیزوهای ضزبه ای كوتاه هذت



تزج آتی تا هطرصات ًطاى زازُ ضسُ تحت هَج اًفجار تا تارگذاری هطاتك ضىل لزار هی : هثال 
      (E=2.1*106  kgf/cm2).رفتار تزج را تجشیِ ٍ تحلیل ًواییس. گیزز
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 همطغ پایِ تزج



 

 

 

 

 

 تٌاتزایي تا زلت وافی هی تَاى اس رٍش تمزیثی جْت حل    t1/T=0.3/2=0.15<1/4  تا تَجِ تِ ایٌىِ
 :  استفازُ وزز ، راتطِ تغییزهىاى زر ایي حالت تِ استفازُ اس راتطِ سیز ػثارت است اس

 
 
 

 :تٌاتزایي حساوثز جاتجایی تِ اسای                      تسست هی آیس
 

 :ٍ حساوثز ًیزٍی تزضی زر پای تزج تزاتز است تا
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 فصل سوم

 ارتعاش اجباری            

بارگذاری کلی: قسوت چهارم           
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                روش انتگزال ديوهاهل -کلیپاسخ نسبت به بارگذاری ديناهيكی 

                                

:گشفتضشتِ اي كَتاُ هذت دس ًظش تاسّاي ّش تاسگزاسي دلخَاّي سا هي تَاى تِ صَست هجوَػِ اي اص   
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 :تاضذ هیشایي تذٍى سیستن گشا (الف

 :كشد هحاسثِ لثل تخص (i) ساتطِ هطاتك تَاى هي سا تاس اجضاء ایي اص یک ّش تِ پاسخ





 tt

m

dp
tdu ;)(sin

)(
)(

 دلخَاُ، تاسگزاسي اص ًاضي كل تغییشهكاى Superposition لَا آثاس جوغ اصل اص استفادُ تا

 .تَد خَاّذ هذت كَتاُ ّاي ضشتِ اص ًاضي ّاي تغییشهكاى هجوَع تشاتش

 

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
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 
 هیشایيساتطِ اًتگشال دیَ ّاهل تشاي سیستن ّاي تذٍى 

  (Duhamel’s Integral)   

                  انتگزال ديوهاهلروش -کلیپاسخ نسبت به بارگذاری ديناهيكی 
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 :تاضذ هیشایي داساي سیستن گشا (ب

 :كشد هحاسثِ (ii) ساتطِ هطاتك تَاى هي سا تاس اجضاء ایي اص یک ّش تِ پاسخ


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tdu D
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  دلخَاُ، تاسگزاسي اص ًاضي كل تغییشهكاى Superposition لَا اثاس جوغ اصل اص استفادُ تا

 :تَد خَاّذ هذت كَتاُ ّاي ضشتِ ایي اص ًاضي ّاي تغییشهكاى هجوَع تشاتش
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                روش انتگزال ديوهاهل _پاسخ نسبت به بارگذاری ديناهيكی کلی

                                

 تا هیشایيساتطِ اًتگشال دیَ ّاهل تشاي سیستن ّاي 

  (Duhamel’s Integral)   
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                روش انتگزال ديوهاهل -کلیپاسخ نسبت به بارگذاری ديناهيكی 

                                

فشهي تستِ جَاب تَاى هي دیَّاهل اًتگشال اص استفادُ تا (closed form solution) ًَع ّش تشاي  

 .آٍسد تذست دلخَاُ تاسگزاسي

ٍِجَد فشم تستِ حل اهكاى ّویطِ صلضلِ، تاس ًظیش دلخَاُ ّاي تاسگزاسي دس كِ است تزكش تِ لاصم الثت 

  (سیوپسَى لاػذُ ، رٍصًمِ لاػذُ سادُ، تٌذي جوغ ًظیش) ػذدي ّاي سٍش اص استفادُ تا تایذ ٍ ًذاضتِ

 .كشد تؼییي سا سیستن پاسخ

خطي ّاي ساصُ هَسد دس فمط كِ است ضذُ استفادُ لَا آثاس جوغ اصل اص دیَّاهل اًتگشال ساتطِ تؼییي دس 

  .تاضذ هي استفادُ لاتل (ّا تغییشضكل تَدى كَچک ٍ كشًص-تٌص خطي ساتطِ)

 اوليه شزايط اثز

لحظِ اص تاسگزاسي كِ است ضذُ فشض ضوٌي تطَس دیَّاهل اًتگشال ساتطِ آٍسدى تذست دس t=0 ضشٍع 

 .تاضذ سكَى حال دس لحظِ آى دس ساصُ ٍ ضذُ

0(0 .ضَد اضافِ هؼادلِ ایي تِ تایذ ًیض آصاد استؼاش ٍاكٌص              ٍ               دیگش اٍلیِ ضشایط دس( u 0)0( u



 :تاضذ هي صیش صَست تِ هیشایي تذٍى ّاي سیستن تشاي دیَّاهل اًتگشال ساتطِ

 

 تِ دیَّاهل اًتگشال هحاسثِ كِ است تٌحَي تاسگزاسي هطخصات صلضلِ، تاسگزاسي ًظیش هَاسد اص تسیاسي دس

 .كشد استفادُ پاسخ هحاسثِ تشاي ػذدي ّاي سٍش اص تایذ صَست ایي دس تاضذ، هي ًاهوكي تحلیلي صَست
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 :آى دس كِ

                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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تطَس  A(t)  ٍ B(t)تٌاتشیي اًتگشال گیشي ػذدي اص اًتگشال دیَّاهل ایجاب هي كٌذ كِ اًتگشال ّاي  
 .ػذدي هحاسثِ ضًَذ

 .تطشیح هي گشدد                               یؼٌي ػثاست  A(t)ًوًَِ هحاسثِ اًتگشالدس اداهِ تِ ػٌَاى 
 

 فَاصلدس  =cos ωτ(P(τ y(τ) همذاس تاتغ  اتتذا 

 :  هحاسثِ هي ضَد τ∆ هساٍي 

 dp
t

cos)(
0

                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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 ًَضتِ صیش سیاضي ضكل تِ ٍ هٌاسة تمشیثي جولات سشي یک جوغ صَست تِ تثذیل تا اًتگشال همذاس

 : ضَد هي
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  :آى دس كِ

 cos)()( py 

 سفتِ تستگي داسدجوغ تٌذي ػذدي هي تاضذ كِ فشم خاظ آى تِ دسجِ تمشیة تكاس تیاًگش              
 

 :تاضذػولیات جوغ  تٌذي تِ ضشح صیش هي ػذدي، دس سِ حالت هختلف سایج دس هحاسثات 
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t
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)(
1

                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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سادُ تٌذي جوغ سٍش )ζ=1) : 
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اي رٍصًمِ ذُػلا سٍش )ζ=2) : 
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سیوپسَى لائذُ سٍش)ζ=3) : 
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 .ضَد گشفتِ ًظش دس صٍج ػذدي تایذ سیوپسَى لاػذُ دس ٍ تَدُ n=t/∆τ كِ

                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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 ساتطِ  دس تا استفادُ اص ّش كذام اص سٍاتط اخیش(iii)   همذاس تمشیثي

 . تذست هي آیذ tاًتگشال دس لحظِ خاظ هَسد ًظش 

 دلت هحاسثات تستگي تِ فَاصل صهاًي هیضاى∆τ  سفتِ داسدتكاس  . 

 ّشگاُ تطَس سش اًگطتيT/10 ∆τ ≤  حاصل تخطي تاضذ ًتایج سضایت

 .هي ضَد

 ٍ جوغ تٌذي سٍش دسجِ تا تالا سفتي حجن ػولیات هحاسثاتي، دلت

)ζ(  هي یاتذافضایص. 

 صیاد  كلي ، استفادُ اص سٍش سیوپسَى تخاطش دلت لاػذُ تؼٌَاى یک

 .هٌطمي تش استهحاسثات، ػلیشغن پیچیذگي تیطتش دس آى 

                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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 ُسٍش جوغ تٌذي ساد)ζ=1): 
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                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 

هختلف   تلكِ تاسیخچِ جَاب دس لحظات ًثَدُ، تؼییي جَاب سیستن دس یک لحظِ خاظ هَسد ًظش ػول، دس چَى 

(t1,t2,t3,…(    هؼادلات تاضذ، ًظش هي هذ(iv)  ضًَذصیش ًَضتِ هي تِ ضكل ًوَي: 



12 

 .هي تاضذ (t-∆)تیاًگش همذاس حاصل جوغ تا لحظِ فَق                 كِ دس سٍاتط 

 :اًجام هي گیشد A(t)ًیض ػیٌا ّواًٌذ هحاسثِ  B(t)ػثاست تشآٍسد 
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كسیٌَسي  تفاٍت كِ تَاتغ سیٌَسي جایگضیي تَاتغ ایي تَدُ تا  (v)هطاتِ سٍاتط             ػثاست كِ  

 .  هي ضًَذ

  تذٍى سیستن پاسخ هحاسثِ تشاي ًْایي ساتطِ ،(i) هؼادلِ دس (vi) ٍ (iii) سٍاتط كشدى جایگضیي تا

   :آیذ هي تذست صیش ضكل تِ هیشایي
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                                هيزايیهحاسبه عددی انتگزال ديوهاهل بزای سيستن های بدوى 
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 فصل چهارم

انتگرال گیری  عددیروش های         

1 
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 قثل های فصل هطالة تر هرٍری

 تحشیه            ساصُ       پاسخ        

 

 استؼاش آصاد

 سٍش اًتگشال دیَّاهل

 ّاسهًَیىی

 تاسّای تٌاٍتی

ِ ای  تاسّای ضشت

 پاسخ دلخَاُ تاسگزاسی دلخَاُ

 تحلیل فاصی

 پاسخ پایا

 پایا

 گزسا

 سیستن یه دسخِ آصادی

 اًتگشال گیشی ػذدی
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 .سفتاس سیستن تػَست خغی فشؼ ضَد•

+ 𝑚𝑢تِ ضىل ولی  هؼادلِ ولی حشوت سیستن ّای غیش خغی  𝑓 𝑢, 𝑢 , 𝑡 = 𝑝(𝑡)   ِتَدُ و

. داسدتِ تشتیة تا تغییشهىاى ٍ سشػت سیستن ساتغِ غیشخغی هیشایی، فٌش ٍ ًیشٍی ًیشٍی  دس آى

 .فَق پیچیذُ ٍ عَلاًی تَدُ ٍ ًیاص تِ واستشد سٍضْای ػذدی داسدحل هؼادلِ 

 ،(هَاسدی ًظیش تاس صلضلِ)حل تستِ فشم ّویطِ اهىاى پزیش ًیست •

ِ ای لاصم است ٍ همیاس پزیش ًیست)سٍضی ولی ًیست •  (.تشای ّش تاسگزاسی حل خذاگاً

 

فالذ هحذٍدیت ّای روش ضذُ فَق ( اًتگشال گیشی گام تِ گام)سٍضْای اًتگشال گیشی ػذدی هسمین

 .هی تاضٌذ ٍ اص ایي سٍ داسای اسخحیت هی تاضٌذ

 هحدٍدیتهای رٍش اًتگرال دیَهاهل 
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 غیرخطی  رٍشهای اًتگرال گیری عددی هستقین ترای تحلیل دیٌاهیکی سیستن های خطی ٍ 
   

                                                                  Direct numerical Integration methods 

ِتاسگزاسیْای اًَاع تحت خغی ّای ساصُ پاسخ تحلیل تشای هٌاسثی سٍش دیَّاهل اًتگشال سٍش ضذ هلاحظ  

 .است دلخَاُ دیٌاهیىی
هػالح غیشخغی یا ٍ (تضسي ّای تغییشضىل) ٌّذسی غیشخغی اص ًاضی هی تَاًذ سیستن سفتاس تَدى غیشخغی  

 .هی دّذ ًطاى خَد اص غیشخغی سفتاس ساصُ ضذیذ ّای صلضلِ اثش تحت هثلا تاضذ (َّن لاًَى اص پیشٍی ػذم)
عَل دس هیشایی خَاظ ٍ الاستیه خَاظ لثیل اص سیستن دیٌاهیىی ّای هطخػِ غیشخغی ّای سیستن دس 

 .ًوی هاًذ تالی ثاتت ٍاوٌص
 
 
 

 
 
 
دیٌاهیىی تحلیل تشای تاضذ غیشخغی سیستن یا ٍ تَدُ صهاى اص پیچیذُ ای تاتغ هَثش ًیشٍی وِ غَستی دس  

 .وشد استفادُ (step by step integration)گام تِ گام گیشی اًتگشال ّای سٍش اص تَاى هی سیستن
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 گاماًتگرال گیری گام ته هراحل رٍش خلاصه 

تؼییي (ضًَذ هی گشفتِ ًظش دس هتساٍی سادگی تشای وِ) وَچىی صهاًی گاهْای دس ٍاسدُ ًیشٍی  

 .هی گشدد

لحظِ دس پاسخ هحاسثِ ػذدی، گیشی اًتگشال ّای سٍش دس ّذف ti+1 تِ لثلی ّای پاسخ سٍی اص  

 .(صهاًی گام ّش دس سفتاس تَدى خغی فشؼ تا) است تمشیثی ّای فشهَل ووه
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ِتا هغاتك) ضَد هی فشؼ ثاتت صهاًی گاهْای ایي اص یه ّش دس سیستن دیٌاهیىی ّای هطخػ 
ِ ّای  هحاسثِ  تا سیستن تَدى غیشخغی خاغیت .(صهاًی گام ضشٍع لحظِ ّای هطخػِ   هطخػ

 .هی ضَد اػوال تحلیل دس ،صهاًی گام ّش اٍل دس یافتِ تغییشضىل حالت دس آى خذیذ

 
ایي عَل دس سیستن حشوت ٍ ضذُ اػوال صهاًی گام ّش اًتْای ٍ اتتذا دس دیٌاهیىی تؼادل ضشایظ 

   .گشدد هی تؼییي فشضی ٍاوٌص هىاًیضم یه گشفتي ًظش دس تا صهاًی گام
ِتِ صهاًی گام اًتْای دس ضذُ هحاسثِ تغییشهىاى ٍ سشػت تشدى تىاس عشیك اص ول ٍاوٌص هحاسث 

 .گیشد هی غَست تؼذی صهاًی گام اٍلیِ ضشایظ ػٌَاى
لاصم صهاى ّش تا فَق سًٍذ تىشاس، 
 

 

  تحلیل تػَست غیشخغی سیستن سفتاس تحلیل گام تِ گام گیشی اًتگشال سٍش دس تشتیة ایي تِ :ًىتِ 
ِ   ای  هتَالی عَس تِ آًْا هیشایی یا ٍ سختی فیضیىی ّای هطخػِ وِ خغی، ّای سیستن اص هدوَػ

 .هی گیشد غَست یاتذ، تغییشهی

 گاماًتگرال گیری گام ته هراحل رٍش خلاصه 
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


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 هزایای رٍشهای اًتگرال گیری عددی

(ضثیِ ساصی صلضلِ)ّا استفادُ هی ضَد  تمشیثا دس ّوِ ًشم افضاسّای تحلیل ساصُ ّا ػولا اص ایي سٍش 

لاتل تىاسگیشی تشای تحلیل سیستن ّای غیشخغی 

 (یول)خاهغ 

واهپیَتشی 
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ضَد هی استفادُ حشوت دیفشاًسیلی هؼادلِ حل تشای هحذٍد تفاضلات اغَل اص سٍش ایي دس. 
 
سٍش ایي دس .است دیفشاًسیل هؼادلات تمشیثی حل یافتي تشای ػذدی سٍش هحذٍد تفاضلات سٍش  

 هؼادلِ حل اص ػوَها آى حل وِ ضَد هی خایگضیي (خثشی) خغی هؼادلِ یه تا دیفشاًسیل هؼادلِ
  .است تش سادُ دیفشاًسیل

 

ػثاستی تا تَاى هی سا ًمغِ یه دس تاتغ هطتمات وِ است استَاس اغل ایي تش هحذٍد تفاضلات سٍش 
 .است آى ّودَاس ًمغِ چٌذیي ٍ ًمغِ آى دس تاتغ همذاس ضاهل وِ وشد خایگضیي خثشی

 

حاغل تْتشی تَافك آًْا خثشی تمشیة ٍ هطتمات تیي ضًَذ اًتخاب ًضدیىتش ًماط ایي چِ ّش 
 خثشی هؼادلات تایذ ّوضهاى ًماط، ایي تؼذاد افضایص تا ٍلی ضَد هی تش دلیك تحلیل ًتایح ٍ ضَد هی

 .وشد حل سا تیطتشی

 هركزیتفاضلات رٍش : اٍلرٍش 
                                              CENTRAL DIFFERENCE METHOD 
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لحظِ دس ضتاب تؼییي ti : 
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 ًوَ ّش تشای خذاگاًِ k ٍ c همادیش غیشخغی ّای تحلیل دس :ًىتِ
 .ضَد هی دسًظشگشفتِ (ki ٍ ci ) صهاًی گام اتتذای دس صهاًی
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* 

 :ضَد هی خایگزاسی ti لحظِ دس حشوت هؼادلِ دس ضتاب ٍ سشػت تشای آهذُ دست تِ تمشیثی ػثاسات حال

 هركزیتفاضلات رٍش 
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 :لاصم است ضشایظ اٍلیِ تػَست صیش اًتخاب گشدد 

 :خَاّین داضت u-1تا حل دٍ ساتغِ فَق تشای 
t
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u




 
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11
0


2

101
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2

t

uuu
u




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001
2

u
t

utuu 
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

 .لاصم است u0  ٍu-1هلاحظِ هی ضَد تشای حل ػذدی دس گام اٍل، داضتي همادیش 

 هركزیتفاضلات رٍش 

u0 ٍ 𝑢 0 ّستٌذ هؼلَم ٍ 𝑢 0 صهاى دس حشوت ساتغِ ًَضتي تا ًیض t=0 هی آیذ تذست. 

m

kuucp
upkuucum 000

00000







 .ًوَد * ساتغِ عشیك اص u1 هحاسثِ تِ الذام هی تَاى u0 ٍ u-1 همادیش داضتي تا حال

 گام اتتذای دس  u ٍ  𝑢 همادیش اساس تش تحلیل گام ّش دسkٍ c همادیش غیشخغی سیستن یه دس :تَخِ
𝑘)  .گشدد تؼییي هی تَاًذ صهاًی 𝑢𝑖 , 𝑐(𝑢 𝑖) ) 
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 پایذاسی سٍش تفاضلات هشوضیضشط: 

( 
 ∆𝑡

𝑇
<

1

𝜋
 ) 

 .است(  CONDITIONALY STABLE SOLUTION)تش ایي اساس گفتِ هی ضَد ایي سٍش پایذاس هطشٍط 

ِضَد هی استفادُ تحلیل دس وَتاّتشی صهاًی فَاغل اص هؼوَلا الثت. 

لثَل لاتل دلت تا ًتایدی حػَل تشای هؼوَلا ∆𝑡

𝑇
≤

1

10
 .ضَد هی گشفتِ ًظش دس 

(ثاًیِ 0.02 تا 0.01 حذٍد دس) وَتاّتشی صهاًی فَاغل حتی صلضلِ تحشیه تحت ساصُ پاسخ تحلیل دس 

 .ضَد استفادُ است لاصم 𝑢 𝑔(𝑡)  صهیي ضتاب دلیك تش تؼشیف تشای

خَاب هشوضی تفاضلات سٍش دس ui+1 صهاى دس (حشوت هؼادلِ) تؼادل ضشایظ اػوال تا ti هی آیذ تذست. 

 .هی ضًَذ ًاهیذُ Explicit Methods غشیح سٍضْای دیٌاهیه، دس سٍضْایی چٌیي

 هركزیتفاضلات رٍش 
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  .است               سٍش ایي پایذاسی ضشط ٍ هی تاضذ هطشٍط پایذاس ًَع اص هضتَس سٍش وِ ضَد تَخِ

 رٍاتط رٍش تفاضلات هركزیخلاصه 
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استَاس ضتاب تش توشوض پایِ تش وِ است گیشی اًتگشال سٍضْای اص خاًَادُ ای خضء ًیَهاسن سٍش 

 .است

سٍش تاضذ خغی یا ٍ هتَسظ ثاتت، تػَست صهاًی گام ّش دس ضتاب تغییشات ایٌىِ فشؼ تا  

 : هی ضَد تٌذی تمسین صیش دستِ سِ تِ ًیَهاسن

 (CONSTANT)      سٍش ضتاب ثاتت        -1

 (AVERAGE      ) سٍش ضتاب هیاًگیي     -2

 (LINEAR        )  سٍش ضتاب خغی         -3

u

u

u

 رٍش ًیَهارک: دٍمرٍش 
                                                                   NEWMARK’S METHOD 
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لحظِ دس ضتاب t : 

 

لحظِ دس سشػت t: 

 

 

 

 

 

 .است سشػت تغییش دس اًتْایی ٍ اتتذایی ضتاتْای اثش ٍصى دٌّذُ ًطاى δ ضشیة ٍالغ دس

 iii uuutu   1)(

  11)(  ii uutu  

 

t

t

u

u i

t

i

dttutud
dt

tud
tu )()(

)(
)(

)(












t

t

i

i

dttuutu )()( 

   )(1)( 1 iiii ttuuutu  
 

 رٍش ًیَهارک
                                                                   NEWMARK’S METHOD 
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لحظِ دس تغییشهىاى t: 

 
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 :              فشؼ تا
2


 
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 .تغییشهىاى استاثش ضتاتْای اتتذایی ٍ اًتْایی دس تغییش همادیش ًطاى دٌّذُ ٍصى  βدس ٍالغ ضشیة 

 رٍش ًیَهارک
                                                                   NEWMARK’S METHOD 
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 ثاتت ضتاب سٍش

 : ضذ خَاٌّذ هطخع صیش δ و β ًوادّای تا ًیَهاسن سٍش سِ تٌاتشایي

 هتَسظ ضتاب سٍش

 خغی ضتاب سٍش

 دٍ تشسسی تِ غشفا اداهِ دس است اػتواد غیشلاتل ًیَهاسن ثاتت ضتاب سٍش ًتایح ایٌىِ تِ تَخِ تا

 .هی ضَد پشداختِ ًیَهاسن خغی ضتاب ٍ هتَسظ ضتاب سٍش

 رٍش ًیَهارک
                                                                   NEWMARK’S METHOD 



18 

 ضتاب هیاًگیي همذاس تا  تشاتش ٍ ثاتت صهاًی گام ّش دس ضتاب سٍش ایي دس
 :هی ضَد فشؼ هضتَس گام اًتْایی ٍ اتتذایی لحظات
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 (  =1/2   ٍ=1/4 ) رٍش شتاب هیاًگیي ًیَهارک 
CONSTANT ACCELERATION METHOD 
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CONSTANT ACCELERATION METHOD 
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 : EQ2 ٍ  EQ3   سٍاتظ ووه تِ
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 (  =1/2   ٍ=1/4 ) رٍش شتاب هیاًگیي ًیَهارک 
CONSTANT ACCELERATION METHOD 

 :هیاًگیي ضتاب سٍش تِ تحلیل هشاحل

 هؼلَم ui ٍ  ůi ٍ  üi  ٍ pi+1 تا EQ1 هؼادلِ ووه تِ ui+1 هحاسث1ِ)

 هؼلَم ui ٍ  ui+1 ٍ  ůi تا EQ2  هؼادلِ ووه تِ ůi+1 هحاسث2ِ)

 هؼلَم ui ٍ  ui+1 ٍ  ůi  ٍ üi تا EQ3 هؼادلِ ووه تِ üi+1 هحاسث3ِ)
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ًاهطشٍط پایذاس ًَع اص سٍضی هیاًگیي ضتاب سٍش UNCONDITIONALLY STABLE است 

 :اص ػثاستست سٍش ایي پایذاسی ضشط یؼٌی

 

لحظِ ّش دس تغییشهىاى پاسخ ًیَهاسن ّای سٍش دس (ti+1) (حشوت هؼادلِ) تؼادل ضشایظ اػوال تا  

 Implicit Methods ضوٌی ّای سٍش سا ّایی سٍش چٌیي .هی آیذ تذست (ti+1) لحظِ ّواى دس

 .گَیٌذ




T

t

 (  =1/2   ٍ=1/4 ) رٍش شتاب هیاًگیي ًیَهارک 
CONSTANT ACCELERATION METHOD 
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 :هی ضَد فشؼ خغی تػَست صهاًی گام ّش دس ضتاب تغییشات سٍش ایي دس
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 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 
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 فشؼ تا
1 itt

ii ttt  1

  اصای تِ  (ii) ساتغِ
1 itt

  اصای تِ  (i) ساتغِ
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 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 
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 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 

 :خغی ضتاب سٍش تِ تحلیل هشاحل

 هؼلَم ui ٍ  ůi ٍ  üi  ٍ pi+1 تا EQ1 هؼادلِ ووه تِ ui+1 هحاسث1ِ)

 هؼلَم ui ٍ  ůi ٍ üi ٍ ui+1 تا EQ2  هؼادلِ ووه تِ ůi+1 هحاسث2ِ)

 هؼلَم ui ٍ  ůi ٍ üi ٍ ui+1 تا EQ3 هؼادلِ ووه تِ üi+1 هحاسث3ِ)
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1) HAVE   𝑢𝑖 , 𝑢 𝑖 , 𝑢 𝑖 , 𝑝𝑖+1    ;    TO FIND  𝑢𝑖+1 ∶ 
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: ساتغِ اص (EQ2) 

 3) 𝑊𝐼𝑇𝐻 𝑢𝑖+1    ;    FIND  𝑢 𝑖+1 : 
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: ساتغِ اص (EQ3) 

 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 



26 

ًَع اص هضتَس سٍش لزا هی تاضذ                    غَست تِ ًیَهاسن خغی ضتاب سٍش پایذاسی ضشط 

 .است conditionally stable هطشٍط پایذاس

اص استفادُ هَاسد تؼضی دس وِ داسد پی دس سا صهاًی گاهْای گشفتي وَچىتش الضام هطشٍط پایذاسی 

 ضتاب سٍش پایذاسی وٌٌذُ تضویي θ-ٍیلسَى اغلاح ساصد، هی غیشػولی ٍ غیشهوىي سا سٍش
 .تَد خَاّذ صهاًی گام اًذاصُ اص هستمل ٍ ًاهطشٍط تػَست خغی

ٍیلسَى سٍش دس-θ پاساهتش Δt تا θΔt صهاى فاغلِ عَل دس ضتاب هی ضَد فشؼ ٍ هی ضَد خایگضیي 
 .ًوایذ تغییش خغی تػَست θΔt گستشدُ تش

اگش θ>1.37 ٍیلسَى سٍش ضَد، ًظشگشفتِ دس-θ تَد خَاّذ پایذاس ًاهطشٍط تػَست. 

ًهؼوَلا  θ=1.4 هی ضَد گشفتِ ًظش دس. 

دسًظشگشفتي است تذیْی θ=1 ِاست خغی ضتاب سٍش اػوال هفَْم ت. 



3




T

t

 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 
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 :است ضذُ آٍسدُ صیش دس θ-ٍیلسَى سٍش تِ هشتَط ًْایی سٍاتظ
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تذست هی آیذ    𝑢𝑖+𝜃 

 (  =1/2   ٍ=1/6 ) رٍش شتاب خطی ًیَهارک 
LINEAR ACCELERATION METHOD 
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تذست هی آیذ    𝑝𝑖+𝜃 

  𝑢 𝑖+1 ,  𝑢 𝑖+1 , 𝑢𝑖+1 تؼییي 



 غَست تِ اتتذا دس تشج .وٌیذ هحاسثِ  داسد لشاس سیٌَسی ًین ای ضشتِ س تا هؼشؼ دس وِ سا صیش تشج پاسخ :هثال

 .ضَد فشؼ ساوي
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39.2376.40621.269
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0.00000.00000.00000.00000.00.0

0.032318.57300.92900.000050.00.1

0.225423.07403.01100.185786.60.2

0.62409.85404.46500.6022100.00.3

1.0961-15.41804.37901.117286.60.4

1.4251-40.59401.57901.478050.00.5

1.3772-52.6930-3.08601.43290.00.6

0.8683-25.2160-6.98100.86090.00.7

0.11058.3810-7.82300.03660.00.8

-0.597434.8930-5.6590-0.70380.00.9

-1.0073-1.09530.01.0

1. Central Difference Method 



30 

2. Constant Acceleration Method 

u (theorical)pj+1üju̇jujTime

0.000050.00.000.0000.00000.0

0.032386.619.740.0000.00000.1

0.2254100.027.811.9740.09870.2

0.624086.616.324.7550.43510.3

1.096150.0-13.016.3840.99230.4
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1.37720.0-72.630.2391.83200.6

0.86830.0-50.11-7.0241.49300.7

0.11050.0-6.19-12.0360.54000.8
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3.Average-Acceleration Method 

u (theorical)pi+1üiu̇iuiTime

0.000050.00.0000.0000.00000.0

0.032386.616.9940.8500.04250.1

0.2254100.021.8162.7900.22450.2

0.624086.610.8154.4220.58510.3

1.096150.0-11.7794.3741.02480.4

1.42510.0-35.8061.9941.34320.5
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4. Linear-Acceleration Method 
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5.wilson-θ Method )θ=1.5) 
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34 

 شکل كلی رٍاتط پیشٌهادی ًیَهارک ترای سرعت ٍ تغییرهکاى

                                            

   β 

 0 0 روش شتاب ثابت

 1/4 1/2 روش شتاب میانگین

 1/6 1/2 روش شتاب خطی

 سشػت اثش ضتاب ّای اتتذایی ٍ اًتْایی دس تغییش همادیش ٍصى   δ ضشیة 

 تغییشهىاى ٍصى اثش ضتاب ّای اتتذایی ٍ اًتْایی دس تغییش همادیش  βضشیة  

 :ًیَهاسن سٍش سِ
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

 ًوایص تؼادل ًیشٍّای ٍاسد تش خسن c ٍ m  ٍk هذل ساصُ یه دسخِ آصادی تا هطخػِ ّای

 ًوایص هیشایی غیش خغی سیستن ًوایص سختی غیش خغی سیستن

secic

 ًوایص تاسگزاسی ٍاسد تش خسن
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

 t iهؼادلِ تؼادل ًیشٍّا دس لحظِ 

 t i 1+هؼادلِ تؼادل ًیشٍّا دس لحظِ 

 :تا تفشیك دٍ هؼادلِ فَق ضىل ًوَی هؼادلِ حشوت تذست هی آیذ

 :وِ ًیشٍّای ًوَی دس ایي ساتغِ سا هی تَاى تِ غَست صیش ًطاى داد
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

ِفاغلِ دس سختی ٍ هیشایی ضشایة هیاًگیي همادیش تیاًگش فَق ػثاسات دس        ,       ّای خول 

 فَق ّای ضىل دس (لاعغ خغَط ضیة) هیاًگیي ّای ضیة تَسیلِ ٍ تَدُ هَسدًظش صهاًی

   .اًذ ضذُ هطخع

سشػت صیشا وشد هحاسثِ تَاى هی تىشاس سٍش اص تٌْا سا هیاًگیي ّای ضیة ایي ػول دس ٍ  

  .داسًذ ّا هطخػِ ایي تِ تستگی صهاًی فاغلِ پایاى دس تغییشهىاى

هواسی ّای اصضیة  (ٍتشی)  تماعؼی ّای ضیة تدای ػول دس هؼوَلا تىشاس، ایي اص پشّیض تشای 

 :ضَد هی استفادُ اٍلیِ
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

 صهاى تٌاتشایي ضىل ًْایی هؼادلِ ًوَی حشوت دس t i تِ غَست صیش تذست هی آیذ: 

 آٍسینحال سٍش اًتگشال گیشی ًیَهاسن سا وِ لثلا تَضیح دادُ ضذُ است تِ ضىل ًوَی دسهی. 
 :لاصم تِ اضاسُ است وِلثلا 

 سا تِ غَست صیش هی تَاى ًَضتتغییشهىاى اساس سٍاتظ ًیَهاسن تشای سشػت ٍ تش ایي: 
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

 ساتغِ اخیش  تشای        داسینتا حل: 

 فَق دس هؼادلِ لشاس دادى ساتغِ تا(ii) داسین: 

 تا خایگزاسی ػثاست ّای تذست آهذُ تشای ًوَ سشػت ٍ ًوَ ضتاب(سٍاتظiv  وv )  دس ساتغِ ًوَی
 :حشوت خَاّین داضت

 هؼادلِ ًوَی حشوت
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 فرهَل تٌدی ًوَی هعادله حركت ترای تحلیل سیستن های غیر خطی

 تَدثاتت خَاّذ تذیْی است دس هسائل خغی             یؼٌی. 

 هؼلَم هؼلَم

 هؼلَم هؼلَم

 (ایي ساتغِ تشای تؼییي         تِ هٌظَس ضشٍع هحاسثات لاصم است)
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 فصل پنجن

 

 سیستن های یک درجه آزادی تعوین یافته
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  ظیطا اًس تَزُ ای سازُ تسیاض ضىل زاضای ّوگی اًس، گطفتِ لطاض تحث هَضز تاوٌَى وِ حالاتی ولیِ•

 هٌفطز هجعای ػٌصط یه تَسظ ّطوسام (الاستیسیتِ ٍ هیطایی ،جطم) آًْا فیعیىی ّای هطرصِ

 .است ضسُ زازُ ًطاى

  زض آظازی زضجِ یه تا ای ساظُ ضا آًْا تتَاى وِ ّطچٌس ٍالؼی، ای ساظُ ّای سیستن اغلة آًالیع •

 .است تطی پیچیسُ تسیاض ّای هسل ًیاظهٌس گطفت، ًظط

 :گطفت ًظط زض تَاى هی ضا یافتِ تؼوین آظازی زضجِ یه ّای ساظُ هتوایع گطٍُ زٍ سثة تسیي •

 الاستیه ّای تغییطهىاى آًْا زض وِ صلة اجسام اظ ای هجوَػِ اظ هتطىل ّای سیستن (1

 .زاضًس لطاض هرتلف جاّای زض هتوطوع تصَضت وِ است ٍظًی تسٍى فٌطّای تِ هحسٍز هٌحصطاً

 ّایی لسوت یا ٍ ساظُ ول زض آًْا، ّای تغییطضىل وِ گستطزُ سرتی ٍ جطم تا ّای سیستن (2

 .تاضس هی پیَستِ تصَضت آى اظ

                                        یافتهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

Generalized SDOF Systems   
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است، تفطز هٌحصط تغییطهىاى ضىل یه زاضای فمظ ساظُ ایٌىِ فطض تا فَق، حالت زٍ ّط  زض 

   .وٌس هی ػول آظازی زضجِ یه تا سیستوی هاًٌس

ضىل یه تِ سیستن هحسٍزیت ,ّستٌس صلة اجسام اظ ای هجوَػِ تصَضت وِ ّایی ساظُ زض 

  (اجسام اتصال ًحَُ) سیستن ذاظ ضسُ تٌسی سطّن ضىل ًتیجِ غالثاَ هٌحصطتفطز تغییطهىاًی

 ًَع یه تٌْا وِ ّستٌس همیس عَضی ّا هفصل ٍ ّا گاُ تىیِ تَسظ صلة اجسام یؼٌی است

  .است پصیط اهىاى آًْا تطای تغییطهىاى

فطض یه صطفاَ ،تغییطهىاًی ضىل یه تِ سیستن هحسٍزیت پیَستِ، الاستیسیتِ تا ّای ساظُ زض 

 .زّس هی ضا گًَاگَى ّای تغییطهىاى تیٌْایت اًجام اهىاى پیَستِ الاستیسیتِ ػول زض است،

                                        یافتهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

Generalized SDOF Systems   
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 زض هَجَز فٌطّای تغییطعَل زّس، هی ضخ ّا سیستن ًَع ایي زض وِ الاستیه تغییطضىل تٌْا  

  ضطایظ وِ گطفت زضًظط آى تطای تایس ضا تغییطضىلی ّا، سیستن ایي تحلیل زض .است سیستن

  .ًوایس الٌاع آًطا اجعاء پیَستگی ًیع ٍ گاّی تىیِ

  ظیط، ضىل هغاتك صلة اجسام اظ ای هجوَػِ اظ هتطىل آظازی زضجِ یه سیستن یه اظ هثالی 
 .گطفت ذَاّس لطاض تطضسی هَضز ازاهِ زض

یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           



5 

آى ًتیجِ وِ آیس هی تَجَز آى هسل زض هَجَز فٌطّای زض ّایی تغییطعَل سیستن، حطوت اثط تط 
 .است سیستن تِ الاستیه ًیطٍّای اػوال

هسل وٌٌسُ هیطا ػٌاصط هحل زض هَجَز سطػت همساض تا هتٌاسة ًیع هیطایی ًیطٍّای هطاتِ تغَض 
 .آیٌس هی تَجَز

اجعای تِ وِ ضا ای گستطزُ ذاضجی تاضّای تَاى هی حطوت، هؼازلِ استرطاج ضًٍس زض ّوچٌیي 
 .ًوَز جایگعیي آًْا تطآیٌس تا ضًَس هی ٍاضز سیستن

حطوت اثط تط تاضٌس هتوطوع ّای جطم زاضای فمظ سیستن صلة ػٌاصط اگط وِ است شوط تِ لاظم 
 زض ضا هطتَعِ ضتاتْای تا هتٌاسة وِ آیٌس هی پسیس هتوطوع اًتمالی ایٌطسی ًیطٍّای فمظ آى

 ضا آًْا ًتَاى وِ تاضٌس اتؼازی زاضای سیستن صلة ػٌاصط اگط اها .تَز ذَاٌّس ّا جطم آى هحل
   .آیٌس هی تَجَز گستطزُ ایٌطسی ًیطٍّای صَضت ایي زض ,ًوَز فطض شضُ تصَضت

یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           
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ُزض هتوطوع جطم اساس تط ضا آًْا وِ است آى گستطزُ ایٌطسی ًیطٍّای احتساب ضٍش تطیي ساز  
 .ًوایین هحاسثِ جسن جطم هطوع حَل جطهی ایٌطسی لٌگط ٍ جسن جطم هطوع

ضٍاتظ ٍ صلة اجسام اظ ًوًَِ چٌس هماتل ضىل زض 

   .است ضسُ اضائِ آًْا جطهی ایٌطسی لٌگط ٍ جطم 

یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           
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یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           

 .هی ضَز پطزاذتِ هجاظی واض ضٍش تِ ظیط یافتِ تؼوین آظازی زضجِ یه سیستن حطوت هؼازلِ استرطاج تِ ازاهِ زض
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یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           
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 تاض تؼوین یافتِ سرتی تؼوین یافتِ هیطایی تؼوین یافتِ جطم تؼوین یافتِ
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 :N اثط ًیطٍی هحَضی ذاضجی 

δe  تغییط هىاى هجاظی ًمغِ اثط ًیطٍیN زضذلال تغییط هىاى هجاظی δz  اظ زٍ ترص δeABٍ δeBC       

 :هطتَط هی ضَز تطىیل هی ضَز  ABٍBC وِ تِ زٍضاى زٍ هیلِ 
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 :ػثاضت ذَاّس تَز اظ Nواض هجاظی اًجام ضسُ تَسظ ًیطٍی 
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یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           

ّط گاُ ایي جولِ ًیع تِ ػثاضت ول واض هجاظی اضافِ ضَز تٌْا جولِ هطتَط تِ سرتی تؼوین یافتِ ضا تِ 
 :ضىل ظیط تغییط ذَاّس زاز
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یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           

زض ازاهِ هَضز تطضسی  سیستن ّای یه زضجِ آظازی تؼوین یافتِ هتطىل اظ اجسام صلة اظ هثالی زیگط 
 :لطاض گطفتِ است
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یافته هتشکل از اجسام صلبسیستن های یک درجه آزادی تعوین                           
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  زّس، هی ضخ پیَستِ تصَضت زاضًس ای گستطزُ الاستیسیتِ ذَاظ وِ ّایی سیستن زض تغییطضىل 
  آظازی زضجِ تیٌْایت زاضای سیستن ایٌىِ تِ تَجِ تا ظیطا تاضس ًوی تفطز هٌحصط تغییطضىل ایي

  .زّس هی تغییطضىل گًَاگَى صَض تِ  است

  تا ساظُ ّط تَاى هی ضَز هحسٍز هؼیي ضىل یه تِ فمظ سیستن تغییطضىل ایٌىِ فطض تا ٍلی 
 .گطفت ًظط زض آظازی زضجِ یه تا سیستوی تصَضت ضا، اذتیاضی ضىل

 اظ تسیاضی یافتِ تغییطضىل فطم ظیطا تطز تىاض ظلعلِ هٌْسسی زض هَثطی تغَض تَاى هی ضا ضٍش ایي  
 .ظز ترویي تمطیة تا تَاى هی ضا ظلعلِ تاضگصاضی اثط زض ّا ساظُ

  زاضای ػولاً وِ سیستوی تطای آظازی زضجِ یه ضفتاض فطض) تمطیثی ضٍش ایي زازى ًطاى تطای 
  ذوطی سرتی تا ضىل ای عطُ تطجی حطوت هؼازلات تٌسی فطهَل (است آظازی زضجِ تیٌْایت

EI(x) ٍ عَل ٍاحس جطم m(x) ظلعلِ اثط تط ظهیي حطوت اثط تحت ug(t)   تطضسی هَضز ازاهِ زض 
 .گیطز هی لطاض

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 یه تصَضت سیستن ایي حطوت تمطیثی هحاسثِ تطای 
 یه تِ فمظ تطج ایي وِ گطزز فطض تایستی ,آظازی زضجِ

 ٍ  ψ(x) تا ضا ضىل تاتغ .زّس تغییطهىاى تَاًس هی ضىل
 ًطاى Y(t) یافتِ تؼوین هرتصات تا ضا حطوت زاهٌِ

   :تطتیة ایي تِ .زّین هی

 ًضَز، هی اًتراب سیستن اظ هٌاسثی هثٌاء ًمغِ تغییطهىاى تصَضت یافتِ تؼوین هرتصات هؼوَلا 
 تغییطهىاى ایي تِ ًمغِ ّط تغییطهىاى ًسثت ضىل، تاتغ لصا .تطج ایي تالایی ًمغِ تغییطهىاى هاًٌس

 :تاضس هی تؼس تسٍى وِ است هثٌا

)1()()(),( tYxtxu 

)2(
)(

),(
)(

tY

txu
x 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 : Ψ(x) ضىل تاتغ هَضز زض تَضیح     

تطای  تَاى هی ًوایس، اضضا ضا ساظُ ٌّسسی هطظی ضطایظ وِ ضا ضىلی ّط  Ψ(x)وطز فطض. 

ًمص ضىل تَاتغ .تاضٌس هی زاذلی ًماط زض تغییطهىاى تؼییي تطای زضًٍیاتی تَاتغ ضىل، تَاتغ 
  .زاضًس هحسٍز ػٌاصط تحلیل زض اساسی

 ّط اًتراب .زاضت ذَاّس ضا همساض حسالل سرتی ضَز، اًتراب زلیك تصَضت ضىل تاتغ اگط 
  اهط ایي وِ است ساظُ زض اضافی ذاضجی لیَز ٍجَز هتضوي ٍالؼی ضىل اظ غیط زیگطی ضىل

 .گطزز هی ساظُ سرتی افعایص تاػث

گاّی تىیِ ضطایظ تا ٍ وٌس تیاى ضا ساظُ اًحطاف ػوَهی هطرصات وِ ضا تاتؼی ّط اصل زض  
 تؼازل تطلطاضی تطای  ساظُ، اضتؼاش ٍالؼی ضىل تجع ضىلی ّط اها .تطز تىاض تَاى هی تاضس ساظگاض

 افعایص ٍ زستگاُ ضسى تط سرت تاػث اضافی ّای لیس ایي .زاضز ذاضجی اضافی ّای لیس تِ ًیاظ

 ًتیجِ زض ٍ ًساضز اضافی لیس ّیچگًَِ ٍالؼی اضتؼاش ضىل .ضًَس هی ضسُ هحاسثِ فطواًس
  .است اضتؼاش فطواًس همساض ووتطیي زاضای

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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فطواًس همساض ووتطیي زاضای آًىِ ساظُ، اًحطاف تطای ضسُ فطض ضىل چٌس تیي زض تٌاتطایي 

   .ضَز هی هحسَب فطض تْتطیي تاضس

استاتیىی تغییطضىل وِ آیس هی تسست تطتیة تسیي اضتؼاش ٍالؼی ضىل تطای ذَب تمطیة یه 
 .تگیطین ًظط زض ضىل تاتغ تؼییي تطای ضا ایٌطسی ًیطٍّای اظ حاصل

زضجات تؼساز تا سیستوی تَاى هی تغییطضىل، تَصیف تطای تیطتط ضىل تَاتغ تؼساز تطزى تىاض تا 

 :ًوَز هسلساظی ضا تط زلیك ٍ تیطتط

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

...)()()()(),( 2211  tYxtYxtxu 
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تَاى تِ سازگی اظ اصل واض ٍ یا اًطغی   ای ضا هی یافتِ تطای تطج عطُ هؼازلِ حطوت ایي سیستن تؼوین

 :ضَز تٌسی اظ اصل ّاهیلتَى استفازُ هی زض ایٌجا تطای ًطاى زازى ضٍش ایي فطهَل. تسست آٍضز

T =اًطغی جٌثطی ول سیستن 

V =ضاهل اًطغی وطًطی ٍ پتاًسیل ًیطٍّای پایستاض ذاضجی, اًطغی پتاًسیل سیستن 

Wnc =ضاهل استْلان ٍ ّط ًیطٍی , واض اًجام ضسُ تَسظ ًیطٍّای غیطپایستاض اػوال ضسُ تط سیستن

 ذاضجی زلرَاُ

δ =تغییطات زض عَل فاصلِ ظهاًی 

 𝛿 𝑇 − 𝑉 𝑑𝑡 +  𝛿 𝑊𝑛𝑐𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 
𝑡2

𝑡1

 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

 اثط اظ ٍ ًساضز ٍجَز تاضس ضسُ ٍاضز ُظسا تط هستمین تصَضت وِ زیٌاهیىی ًیطٍی ّیچ ساظُ ایي زض         
     اصل ًتیجِ زض .ًساضز ٍجَز غیطپایستاضی ًیطٍی ّیچ تٌاتطایي است ضسُ صطفٌظط ًیع هیطایی

 :آیس هی زض ظیط صَضت تِ ّاهیلتَى
 𝛿 𝑇 − 𝑉 𝑑𝑡 = 0               (3)      
𝑡2

𝑡1
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T =
1

2
 𝑚 𝑥  [𝑢 𝑡 𝑥, 𝑡 ]2  𝑑𝑥                       (4)
𝐿

0

 

V =
1

2
 𝐸𝐼 𝑥  [𝑢′′ 𝑥, 𝑡 ]2  𝑑𝑥                       (5)
𝐿

0

 

 اًطغی جٌثطی تطج

 ّای ذوطی اًطغی پتاًسیل تغییطضىل

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

 :ضَز ًتیجِ هی (3)زض ضاتغِ  (5) ,(4)تا جایگعیي وطزى ضٍاتظ . هی تاضس  وِ              
2

2

dx

ud
u 

 [  
1

2

𝑡2

𝑡1

 𝑚 𝑥  𝛿 [𝑢 𝑡 𝑥, 𝑡 ]2  𝑑𝑥 − 
𝐿

0

 
1

2
 𝐸𝐼 𝑥  𝛿 [𝑢" 𝑥, 𝑡 ]2  𝑑𝑥]  𝑑𝑡 = 0
𝐿

0

 

 [
𝑡2

𝑡1

 𝑚 𝑥   𝑢 𝑡 𝑥, 𝑡  𝛿  𝑢 𝑡 𝑑𝑥 − 
𝐿

0

  𝐸𝐼 𝑥   𝑢" 𝑥, 𝑡  𝛿𝑢" 𝑑𝑥]  𝑑𝑡 = 0               (6)
𝐿

0

 

 :حال تا تَجِ تِ ضٍاتظ ظیط










YuYuYu

Yu
Yu








𝑢𝑡 = 𝑢 + 𝑢𝑔 =  𝛹 𝑌 + 𝑢𝑔     →    𝑢 𝑡 =  𝛹 𝑌 +  𝑢 𝑔    →    𝛿𝑢 𝑡 =  𝛹 𝛿𝑌  
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 :ذَاّین زاضت (6)ٍ تا جایگعیي وطزى آًْا زضضاتغِ 

 یا

 :وِ زضآى

 [  
𝑡2

𝑡1

 𝑚 𝑥  𝛹 𝑌 +  𝑢 𝑔 𝛹𝛿
 𝑌  𝑑𝑥 − 

𝐿

0

  𝐸𝐼 𝑥   𝛹" 𝑌 𝛹" 𝛿𝑌 𝑑𝑥]  𝑑𝑡 = 0
𝐿

0

 

 [  𝑌 𝛿𝑌 
𝑡2

𝑡1

 𝑚 𝑥  𝛹(𝑥) 2 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑔𝛿𝑌  𝑚 𝑥 𝛹(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

−
𝐿

0

 𝑌𝛿𝑌 𝐸𝐼 𝑥   [ 𝛹"(𝑥)]2  𝑑𝑥]  𝑑𝑡 = 0
𝐿

0

 

(7) 

 [ 𝑚∗ 𝑌 𝛿𝑌 + ℒ𝑢 𝑔

𝑡2

𝑡1

𝛿𝑌 − 𝑘∗𝑌 𝛿𝑌] 𝑑𝑡 = 0               (8) 

𝑚∗ =   𝑚 𝑥
𝐿

0

 𝛹(𝑥) 2 dx                           (9 − a) 

𝑘∗ =    𝐸𝐼 𝑥   [ 𝛹"(𝑥)]2
𝐿

0

 𝑑𝑥                   (9 − 𝑏) 

ℒ =  𝑚 𝑥
𝐿

0

 𝛹(𝑥)  𝑑𝑥                              (9 − 𝑐) 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 :ذَاّین زاضت  (8)تا اًتگطال گیطی جعء تجعء اظ زٍ ػثاضت اٍل ضاتغِ 

 یا

تٌاتطایي هؼازلِ ًْایی حطوت ضا  .اذتیاضی است، ػثاضت زاذل پطاًتع تایستی صفط ضَز δYاظ آًجا وِ تغییط 
 :هی تَاى تصَضت ظیط ًَضت

𝑚∗ 𝑌 𝛿𝑌  𝑑𝑡 + ℒ 𝑢 𝑔𝛿𝑌  𝑑𝑡 − 𝑘∗ 𝑌𝛿𝑌 𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

 

𝑚∗(𝑌 𝛿𝑌 |𝑡1
𝑡2 −  𝑌  𝛿𝑌 𝑑𝑡) + ℒ(𝑢 𝑔𝛿𝑌|𝑡1

𝑡2
𝑡2

𝑡1

− 𝑢 𝑔 𝛿𝑌 𝑑𝑡) − 𝑘∗
𝑡2

𝑡1

 𝑌 𝛿𝑌 𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

 (𝑚∗𝑌 + 𝑘∗𝑌 + ℒ𝑢 𝑔)
𝑡2

𝑡1

𝛿𝑌 𝑑𝑡 = 0               (10) 

𝑚∗ 𝑌 𝑡 + 𝑘∗𝑌 𝑡 = −ℒ𝑢 𝑔 𝑡 = 𝑝𝑒𝑓𝑓
∗ 𝑡                (11) 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 فَق هؼازلِ زض : m*یافتِ، تؼوین جطم k* یافتِ تؼوین سرتی ٍ p*eff (t)  یافتِ تؼوین هَثط تاض 
 وِ است (earthquake excitation factor) ظلعلِ تحطیه ضطیة  ℒوویت .ضًَس هی ًاهیسُ
 آى، Ψ(x)  ضسُ فطض ضىل زض ساظُ جطم تحطیه تاػث حس چِ تا ظلعلِ حطوت وِ است آى تیاًگط
 .است ضسُ

 آیس هی زض ظیط صَضت تِ (11) هؼازلِ تگیطین، ًظط زض ًیع هیطایی ساظُ تطای ترَاّین اگط: 

 c*هیطایی ضطیة وِ صَضتی زض است، یافتِ تؼوین هیطایی فَق ضاتغِ زض c(x)  پیَستِ تصَضت 
 :یاتس تغییط تطج اضتفاع زض

 

𝑚∗ 𝑌 𝑡 + 𝑐∗𝑌 (𝑡) + 𝑘∗𝑌 𝑡 = −ℒ 𝑢 𝑔 𝑡 = 𝑝𝑒𝑓𝑓
∗ 𝑡                (12)  

𝑐∗ =  𝑐 𝑥 [𝛹 𝑥 ]2 𝑑𝑥
𝐿

0
               (13) 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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,  ضا تط جطم تؼوین یافتِ تمسین وٌین ٍ ًیع اظ ػلاهت هٌفی صطف ًظط وٌین( 12)اگط عطفیي ضاتغِ 

 :ًتیجِ هی ضَز

 :تسیي صَضت تؼطیف هی ضَز ξزض ضاتغِ فَق ًسثت هیطایی 

 ٍω  (:ضٍش ضایلی تطای هحاسثِ فطواًس عثیؼی ساظُ)فطواًس زٍضاًی اضتؼاش هی تاضس 

تغییطهىاى ساظُ تط حسة ( 1)ٍ سپس استفازُ اظ ضاتغِ   Y(t)تطای ( 14)تا حل هؼازلِ زیفطاًسیل 

 :                                                                                                    ظهاى تسست هی آیس

𝑌 𝑡 + 2𝜉𝜔𝑌 𝑡 + 𝜔2𝑌 𝑡 =
ℒ

𝑚∗ 𝑢 𝑔(𝑡)               (14) 

ξ =
𝑐∗

2𝑚∗𝜔
               (15) 

ω =
𝑘∗

𝑚∗               (16) 

)()(),( tYxtxu 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 ٍ هتوطوع جطم ّای حالت زض آظازی زضجِ یه سیستن ٍاوٌص تیي توایع ٍجِ (14) هؼازلِ تطعثك
 زاضز ضسُ فطض ضىل تاتغ ٍ ساظُ جطم تَظیغ تِ تستگی ضطیة ایي .است          ضطیة یافتِ، تؼوین

 .زاضز 1 ضطیة تا ظیازی اذتلاف ولی حالت زض ٍ

 (ω ≈ D  ωتا فطض)ضا هی تَاى تَسیلِ اًتگطال زیَّاهل تسست آٍضز ( 14)جَاب هؼازلِ 

 .ضَز هی ًاهیسُ ٍاوٌص اًتگطال اصغلاحا فَق، ضاتغِ زض V(t) ااًتگطالی ػثاضت
 ًَضت Sa عیفی ضتاب حسة تط تَاى هی آیس هی تسست فَق اًتگطال اظ وِ ضا Y هاوعیون همازیط

(Sa= Sv= Vmax): 

𝑌 𝑡 =
ℒ

𝑚∗𝜔
 𝑢 𝑔(𝜏)
𝑡

0

exp −𝜉𝜔 𝑡 − 𝜏  𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡 − 𝜏  𝑑𝜏 =
ℒ

𝑚∗ω
𝑉(𝑡)               (17) 

𝑌𝑚𝑎𝑥 =
ℒ

𝑚∗𝜔2  𝑆𝑎                (18) 

ℒ

𝑚∗ 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 :هی ضَزحاصل ساظُ زض ّط لحظِ ٍ همساض هاوعیون آى تغییطهىاى ( 1)تٌاتط ایي تا استفازُ اظ ضاتغِ 

  حالت تطای ضسُ زازُ ضطح ولی ضٍش اظ تَاى هی ظلعلِ حطوت اظ ًاضی الاستیه ًیطٍّای تیاى تطای
 تیاى آظاز اضتؼاش ایٌطسی ًیطٍّای حسة تط ًیطٍّا ایي وِ تطتیة تسیي .وطز استفازُ هتوطوع جطم

 :وطز پیسا تَاى هی ضا هاوعیون هَثط ضتاب ،هاوعیون تغییطهىاى زاضتي تا ضًَس، هی

 :ًیطٍی هَثط هاوعیون زض ٍاحس عَل ساظُ تطاتط است تا

𝑢𝑚𝑎𝑥 𝑥 = 𝛹 𝑥 𝑌𝑚𝑎𝑥 = 𝛹 𝑥
ℒ

𝑚∗ω2  𝑆𝑎              (19) 

u 𝑥, 𝑡 = 𝛹 𝑥 𝑌(𝑡) = 𝛹 𝑥
ℒ

𝑚∗ω
 𝑉(𝑡)   

𝑞 𝑥 = 𝑚 𝑥  𝑢 𝑚𝑎𝑥
𝑡 𝑥 = 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥

ℒ

𝑚∗ 𝑆𝑎              (21) 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 

𝑢𝑡 𝑚𝑎𝑥 𝑥 = 𝜔2 𝑢𝑚𝑎𝑥 𝑥 = 𝛹 𝑥
ℒ

𝑚∗  𝑆𝑎                 (20) 

𝑢𝑡 𝑥, 𝑡 ≈ 𝜔2 𝑢(𝑥, 𝑡)   
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 ًیطٍ پاسد اظ زلرَاّی ًتیجِ ّط است، ضسُ تطسین ظیط ضىل زض وِ گستطزُ ًیطٍّای ایي اظ استفازُ تا

 .آٍضز تسست استاتیىی هتساٍل ّای ضٍش عطیك اظ تَاى هی ضا ... ٍ پایِ تطضی ًیطٍی ًظیط

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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 یؼٌی

 :ّوچٌیي لٌگط تىیِ گاّی تطاتط است تا

 :تطاتط است تا hتطش ٍ لٌگط زض ّط اضتفاع 

𝑉0 =
ℒ2

𝑚∗ 𝑆𝑎                (22) 

𝑀0 =  𝑞 𝑥 𝑥𝑑𝑥 =
ℒ

𝑚∗
𝑆𝑎 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥 𝑥𝑑𝑥

𝐿

0

               (23)
𝐿

0

 

𝑉𝑕 =  𝑞 𝑥 𝑑𝑥 =
ℒ

𝑚∗ 𝑆𝑎 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥 𝑑𝑥               (24)
𝐿

𝑕

𝐿

𝑕

 

𝑀𝑕 =  𝑞 𝑥 (𝑥 − ℎ)𝑑𝑥 =
ℒ

𝑚∗ 𝑆𝑎 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥 (𝑥 − ℎ)𝑑𝑥
𝐿

𝑕

               (25)
𝐿

𝑕

 

 :تطاتط است تا V0تِ ػٌَاى هثال تطش تىیِ گاّی 

𝑉0 =  𝑞 𝑥 𝑑𝑥 =
ℒ

𝑚∗ 𝑆𝑎 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥 𝑑𝑥
𝐿

0

𝐿

0

 

 یافته با جرم و سختی گستردهسیستن های یک درجه آزادی تعوین 
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. عثس لطاض هی گیطزظلعلِ ug  (t)تحت تحطیه تىیِ گاّی هماتل، ستَى عطُ ای یىٌَاذت ضىل : هثال
 .تا استفازُ اظهسل یه زضجِ آظازی تؼوین یافتِساظُ ٍاوٌص تؼییي   هغلَتست

l

x
x

lttlu

tu

tu

2
cos1)(

1)()(),(

0)0(0),0(

0)0(0),0(

























𝑚 = 7000  𝑘𝑔/𝑚 

𝐸𝐼 = 106 × 109 𝑁.𝑚2  

ξ =5% 

 تا تَجِ تِ ضطایظ هطظی هَجَز
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 :تطاتط ذَاٌّس تَز تا (a,b-9)ٍ سرتی تؼوین یافتِ تا تىاض تطزى هؼازلات جطم 

𝑚∗ =  𝑚(𝑥)𝛹(𝑥)2
𝐿

0

 𝑑𝑥 = 𝑚  (1 − 𝑐𝑜𝑠
𝐿

0

𝜋𝑥

2𝐿
)2 𝑑𝑥 = 0.228𝑚 𝐿 

𝑚∗ = 0.228 7000 30 = 47880 𝑘𝑔 

𝑘∗ =  𝐸𝐼 𝑥 𝛹" 𝑥
2
𝑑𝑥 = 𝐸𝐼  (

𝐿

0

𝐿

0

𝜋2

4𝐿2
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑥

2𝐿
)2 𝑑𝑥 =

𝜋4

32
 .
𝐸𝐼

𝐿3
 

𝑘∗ =
𝜋4

32
.
104 × 109

303
= 11.725 × 106𝑁/𝑚 
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 :تطاتط است تا (c-9)تٌاتط هؼازلِ  ِظلعلٍ ضطیة تحطیه 

ℒ =  𝑚 𝑥 𝛹 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑚  (
𝐿

0

𝐿

0

1 − cos
𝜋𝑥

2𝐿
)𝑑𝑥 = 0.364𝑚𝑙 

ℒ = 0.364 7000 30 = 76440   kg 

ω =
𝑘∗

𝑚∗ =
4.26

0.456
= 15.65  𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 

 :تا استفازُ اظ همازیط فَق فطواًس ستَى تطاتط است تا

T =
2𝜋

𝜔
=

2𝜋

15.65
= 0.4𝑠𝑒𝑐 → 𝑆𝑎 = 1.6g = 1.6 × 9.81 = 15.70 𝑚

𝑠2  

 :تٌاتطایي زٍضُ تٌاٍب تطاتط است تا

𝑌𝑚𝑎𝑥 =
ℒ

𝑚∗ω2 𝑆𝑎 =
76440

47880 × 15.652
× 15.70 = 0.102 𝑚 

 : (18)تط اساس ضاتغِ 
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 :ػثاضت است اظ  (19)ٍ حس اوثط تغییط هىاى ستَى تا استفازُ اظ هؼازلِ 

 :تطاتط است تا (22)عثك هؼازلِ ( تطش پایِ)تغَض هطاتِ حس اوثط تطش تىیِ گاّی 

𝑈𝑚𝑎𝑥 𝑥 = 𝛹 𝑥 𝑌𝑚𝑎𝑥 = 0.102(1 − cos
𝜋𝑥

2 × 30
)  

𝑉0 =
ℒ2

𝑚∗ 𝑆𝑎 =
764402

47880
× 15.70 = 1915961  𝑁 

 :ٍاضز هی گطزز تطاتط است تاستَى ٍ حس اوثط ًیطٍّای گستطزُ ظلعلِ وِ تط 

𝑞 𝑥 = 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥
ℒ

𝑚∗ 𝑆𝑎 = 𝑚 𝑥 𝛹 𝑥
𝑉0
ℒ
= 7000 1 − cos

𝜋𝑥

2𝐿

1915961

76440
 

q (x) = 175454.30(1 − cos
𝜋𝑥

2𝐿
) 
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تِ تَاى هی ّوَاضُ تاضس، پیچیسُ وِ ّن چمسض ّط ضا، آظازی زضجِ یه سیستن ّط حطوت هؼازلات 

 :ًَضت ظیط سازُ ضىل

 

ِو Y(t) عَض تِ .وٌس هی تثییي ضا سیستن حطوت وِ است تفطزی هٌحصط یافتِ تؼوین هرتصات 

 یا ّاهیلتَى اصَل اظ ّطوسام تطزى تىاض تا تَاى هی ضا یافتِ تؼوین ّای هطرصِ ایي همازیط ولی،

 .وطز هحاسثِ هجاظی ی ّا تغییطهىاى

 

 هی تَاى تِ سازگی تسست آٍضزتسیاضی زاضًس، وِ واضتطز ضا، ایي ضٍاتظ ضسُ ضىل استاًساضز.  

 

)()()()( **** tptYktYctYm  

 سیستنروابط هشخصه تعوین یافته 
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 سیستنروابط هشخصه تعوین یافته 

ضىل هغاتك تؼسی یه زلرَاُ سیستن یه 
 ضىل یه فمظ زاضای وِ تگیطیس ًظط زض ضا هماتل

  .تاضس (a) ضىل هغاتك فطضی تغییطهىاى
 حسة تط تَاى هی ضا ّا تغییطهىاى تٌاتطایي،

 :ًَضت Y(t) یافتِ تؼوین هرتصات

)()(),( tYxtxu 
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  :وطزّای تؼوین یافتِ هطتَط تِ ایي ضىل ضا هی تَاى تِ ضطح ظیط تیاى هطرصِ 

 هَضز جطم پیَستِ  ًطاى زازُ ضسُ زض ضىل زض(b)  تؼوین یافتِ ػثاضت است اظجطم: 

  2

0

2
2

0

* )()()(   iiii

l

Imdxxxmm 

 سیستنروابط هشخصه تعوین یافته 

 .تاضسهی  iًمغِ چطذص       اثط جطم ّای اجسام صلة تِ صَضت هجوَع ًطاى زازُ ضسُ است ٍ آى، وِ زض 

 

 هَضؼی  ّای هستْله وٌٌسُ تؼوین یافتِ وِ ًاضی اظ استْلان فًَساسیَى پیَستِ ٍ استْلانci   ضىل زض

(c)  ،ػثاضت است اظهی تاضس: 

i 

  2
2

0

* )()( ii

l

cdxxxcc   
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 سرتی ذوطی ٍ فٌطّای هَضؼی زض ضىل الاستیه، سرتی تؼوین یافتِ ًاضی اظ فًَساسیَى(d)   ػثاضت

 :است اظ
    2

2

0

2

0

* )()()()( ii

ll

kdxxxEIdxxxkk   

 سرتی ٌّسسی ًاضی اظ ًیطٍی هحَضیN ( ًِسثت تِ ظهاى هتغیط ًثاضسو) ، ًطاى زازُ ضسُ زض ضىل(e) ،

 :است اظػثاضت 
  dxxNk

l

G

2

0

*
)(  

 سیستنروابط هشخصه تعوین یافته 

ظیط تِ صَضت ضاتغِ وٌس، زض حالت ولی تط وِ هَلؼیت ًیطٍی هحَضی زض عَل هحَض تغییط 

 :تَزذَاّس 
 

G

l

G

kkk

dxxxNk

***

2

0

* )()(



  
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i

l

ipdxxtxptp  
0

* )(),()(

 سیستنروابط هشخصه تعوین یافته 

 ،ًُیطٍی تؼوین یافتِ هطتَط تِ تاض هتغیط ظهاًی زض ضىل تالاذط(f)  است اظػثاضت: 



1 

 فصل ششم

 

 سیستم َای چىذ درجٍ آزادی
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 قسمت ايل -فصل ششم

 

 تشکیل معادلٍ حرکت سیستم َای چىذ درجٍ آزادی
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آصادي دسخِ یه ثب ػيؼتوي كَست ثِ تَاى هي سا اي ػبصُ ّش گشدیذوِ هلاحظِ پيؾ ثخؾ دس  

 .آٍسد ثذػت دیفشاًؼيلي حشن هؼبدلِ یه حل اص سا آى دیٌبهيىي ٍاوٌؾ ٍ داد ًـبى

 تؼييي هؤلفِ یه ثب فمظ سا آى حشوت ثتَاى وِ ثبؿذ اي گًَِ ثِ ػيؼتن فيضیىي هـخلبت اگش  

  آصادي دسخِ یه داساي ٍالؼب هزوَس ػيؼتن كَست ایي دس ًجبؿذ خبیض دیگشي حشوت ّيچ ٍ وشد

   .داد خَاّذ ثذػت سا آى دليك دیٌبهيىي ٍاوٌؾ حشوت هؼبدلِ حل ٍ ثَدُ

ؿىل یه فشم ٍاػغِ ثِ ٍ ثبؿذ هوىي تغييشهىبًي هذ یه اص ثيؾ داساي ٍالغ دس ػبصُ اگش اهب 

 هؼبدلِ حل ثبؿذ، یبفتِ تمليل آصادي دسخِ یه ثب ػيؼتوي ثِ سیبضي عَس ثِ خبف، تغييشهىبى

 .ثَد خَاّذ ٍالؼي دیٌبهيىي سفتبس اص تمشیجي فمظ حشوت

داسد، ثؼتگي ثؼيبسي ػَاهل ثِ آصادي دسخِ ثبیه ػيؼتوي كَست ثِ تمشیت اص حبكل ويفيت 

  .ػبصُ خشم ٍ ػختي هـخلبت ٍ ثبسگزاسي صهبًي تغييش ٍ تَصیغ ًحَُ اص ػجبستٌذ آًْب هْوتشیي وِ

 تعییه درجات آزادی
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ؿذُ فشم ؿىل ثب هغبثك ثشاحتي وِ وٌذ هميذ عَسي سا آى ػيؼتن فيضیىي هـخلبت اگش 

 حل احتوبلا ؿَد، ایدبد ؿىل ایي دس ػوذُ ٍاوٌؾ وِ ثبؿذ عَسي ثبسگزاسي اگش ٍ ًوبیذ حشوت

 سفتبس كَست، ایي غيش دس داد، خَاّذ ثذػت سا خَثي تمشیت آصادي دسخِ یه كَست ثِ ػيؼتن

  .داؿت خَاّذ ؿذُ هحبػجِ ٍاوٌؾ ثِ اًذوي ؿجبّت ػيؼتن ٍالؼي

هيضاى اسصیبثي وِ اػت آى آصادي، دسخِ یه ثب تمشیت سٍؽ اص اػتفبدُ ػيَة ثضسگتشیي اص یىي 

 .اػت هـىل ثؼيبس حبكلِ، ًتبیح اػتجبس

ِثِ آصادي دسخِ یه كَست ثِ هذلي تَػظ تَاى ًوي سا ػبصُ یه دیٌبهيىي ٍاوٌؾ ولي عَس ث 

 آى داهٌِ ثش ػلاٍُ ،تغييشهىبى ؿىل صهبًي تغييشات ؿبهل ٍاوٌؾ هؼوَلا ٍ وشد ثيبى دليك عَس

  .ثبؿذ هي

یؼٌي اػت پزیش اهىبى هتؼذد، تغييشهىبًي ّبي هؤلفِ ووه ثِ فمظ سفتبسي، چٌيي دادى ًـبى  

  .گشدد هؼشفي آصادي دسخِ چٌذ ثلَست ثبیؼتي حشوت

 تعییه درجات آزادی
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ػبصُ اص خبكي اًتخبثي ًمبط تغييشهىبى ّبي داهٌِ تَاى هي سا ًبپيَػتِ ػيؼتن آصادي دسخبت 
 هدوَػِ ّبي داهٌِ ثيبًگش وِ ثبؿٌذ اي یبفتِ تؼوين هختلبت تَاًٌذ هي یب گشفت، ًظش دس

 .ثبؿٌذ تغييشهىبًي ّبي ؿىل اص هـخلي

فشم اػت هَػَم ثشؿي ػبصُ ًبم ثِ وِ عجمِ چٌذ ّبي ػبختوبى اص هذل تشیي ػبدُ دس 
 :وِ ؿَد هي

 .ثبؿذ ؿذُ هتوشوض ّب ػمف دس ػبصُ ول خشم (1

 .ثبؿٌذ خشم ثذٍى ّب ػتَى (2

 .ثبؿٌذ كلت تيشّب ٍ ّب ػمف ػيؼتن (3

   .ؿًَذ هي گشفتِ ًظش دس هحَسي تغييشؿىل ثذٍى ّب ػتَى (4

   .ؿًَذ هي گشفتِ ًظش دس پزیش اًؼغبف خبًجي تغييشؿىل همبثل دس ّب ػتَى (5

 تعییه درجات آزادی
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اػت ؿذُ دادُ ًـبى عجمِ ػِ ثشؿي ػبصُ ًوًَِ یه (الف) ؿىل دس. 

ثب سا آى وِ اػت ساحتي ًظش اص فمظ ٍ ثبؿذ دّبًِ تؼذاد ّش داساي تَاًذ هي ػبختوبى وِ داؿت تَخِ ثبیذ 
 .دّين هي ًـبى دّبًِ یه

داساي فمظ وِ ّب وف تشاص دس هتوشوض ّبي خشم ثب ػتَى ته یه كَست ثِ سا ػبختوبى تَاًين هي حتي 
 ،(ة ؿىل) دّين ًوبیؾ ًيض ّؼتٌذ افمي خبثدبیي

خشم هذل).اػت (ج) ؿىل هغبثك فٌش ٍ خشم چٌذ اص هتـىل ػيؼتن یه كَست ثِ آى ًوبیؾ دیگش ؿىل 
 .(فٌش ٍ

 تعییه درجات آزادی

مذل قاب  ( الف)
 یک دَاوٍ

مذل تک ( ب)
ستًن تا جرمُای  

 متمرکس

3 2 1 

مذل جرم ي فىر(ج)  
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ثب ّب ػمف ثب تشاص ّن ًمبط دس هتوشوض ّبي خشم ثشؿي، ػبصُ هذل دس m1 , m2 , m3  دادُ ًـبى 

  .اػت امj  ػمف خشم mj دسآى اًذوِ ؿذُ

خبًجي ّبي ػختي ثب ػبصُ الاػتيه خَاف k1 , k2 , k3  وِ عَسي ثِ گشدیذُ هـخق  kj 

 عجمِ، آى دس ٍاحذ ًؼجي خبثدبیي ایدبد ثشاي لاصم ثشؿي ًيشٍي یؼٌي ام، j عجمِ خبًجي ػختي

 .اػت

 تعییه درجات آزادی
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تيش ًوًَِ ػٌَاى ثِ تَاى هي آصادي، دسخِ چٌذ ولي ػيؼتن یه حشوت هؼبدلات تؼييي ثشاي 

 .گشفت ًظش دس صیش ؿىل دس ؿذُ دادُ ًـبى ػبدُ

ػبصُ سٍي ثش هدضا ًمبط اص اي هدوَػِ ّبي تغييشهىبى تَػظ ػبصُ ایي حشوت وِ ؿَد هي فشم 

 ثش دلخَاُ عَس ثِ تَاًٌذ هي ًمبط ایي دساكل، . ,ui(t), …,u2(t) ,u1(t)... un(t), :ثبؿذ ؿذُ تؼييي

 .ثبؿٌذ داؿتِ لشاس ػبصُ سٍي

تبثيش داساي وِ فيضیىي ػَاهل اص خبكي ّبي هـخلِ ثب هتٌبظش ثبیؼتي ًمبط ایي اًتخبة ،ػول دس 

 وِ ثبؿٌذ ؿذُ تَصیغ عَسي ٍ گيشد كَست (ػختي ٍ خشم ، ثبس تَصیغ ًحَُ ًظيش) ّؼتٌذ ػوذُ

   .ًوبیٌذ تَكيف هٌبػجي عَس ثِ سا تغييشهىبى ؿىل

 تعییه درجات آزادی
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دسخبت وشدى اختيبس داسد، ثؼتگي گش تحليل ًظش ثِ (تغييشهىبى هؼتمل ّبي هؤلفِ) آصادي دسخبت تؼذاد 

 تَاى هي حبلات اص ثؼيبسي دس ٍلي .دّذ هي دػت ثِ سا هيىي دیٌب سفتبس اص ثْتشي تمشیت ثيـتش، آصادي

 .آٍسد دػت ثِ آصادي دسخِ ػِ یب دٍ ثب هذلي اًتخبة ثب سا خَثي ًتبیح

گشفتِ ًظش دس تغييشهىبى هؤلفِ یه فمظ ؿذُ تؼييي ًمغِ ّش ثشاي لجل كفحِ دس ؿذُ دادُ ًـبى تيش دس 

 دس تَاى هي سا هتؼذدي تغييشهىبًي ّبي هؤلفِ ًمبط ایي اص وذام ّش ثشاي وِ ًوَد تَخِ ثبیذ .اػت ؿذُ

 ًمغِ ّش ثشاي اضبفي آصادي دسخبت ػٌَاى ثِ تَاى هي سا عَلي ٍحشوبت  ∂u/∂x  هثبل ثشاي گشفت، ًظش

 .ثشد وبس ثِ

 تعییه درجات آزادی
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  ػيؼتن حشوت هؼبدلِ ،لجل ؿىل دس ؿذُ دادُ ًـبى ػيؼتن ًظيش آصادي، دسخnِ  ػيؼتن یه ثشاي

 ولي عَس ثِ آٍسد، دػت ثِ آى آصادي دسخبت اص وذام ّش دس هؤثش ًيشٍّبي تؼبدل ساثغِ اص تَاى هي سا

 :ثبؿذ داؿتِ ٍخَد تَاًذ هي ًيشٍ ًَع چْبسi  ًمغِ ّش دس

 pi(t) خبسخي ثبس -الف

 : ٍ ًيشٍّبي ًبؿي اص حشوت یؼٌي 

 fi ایٌشػي ًيشٍي -ة

 fd هيشایي ًيشٍّبي -ج

 fs الاػتيه ًيشٍّبي -د

آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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ًَؿت صیش ؿىل ثِ تَاى هي سا هيىي دیٌب تؼبدل ،آصادي دسخبت اص وذام ّش ثشاي ایي ثٌبثش: 
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
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2
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nSDI

SDI

SDI

nnn

 هبتشیؼي خَّين داؿتیب ثب ثِ وبس ثشدى ثشداس ًيشٍ ّب ثِ ؿىل: 

)2()]([][][][ tpfff SDI 

tpfff)( .ثبؿذهي   هؼبدلِ                                 هتٌبظش ثب آصادي ثشاي ػيؼتن ّبي یه دسخِ وِ     SDI 

آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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ثِ .ؿًَذ هي دادُ ًـبى تبثيش ضشایت اص هتٌبػت اي هدوَػِ تَػظ ػبدگي ثِ همبٍم ًيشٍّبي اص ّشوذام 
 ًيشٍّبي هدوَػِ هؼبدلِ ثبؿٌذ هي ّب تغييشهىبى ثب هتٌبػت الاػتيه ًيشٍّبي ایٌىِ ثِ تَخِ ثب  هثبل ػٌَاى

 :اص ػجبستؼت الاػتيىي
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 :داد ًـبى ًيض صیش كَست ثِ سا آى تَاى هي وِ
      )4(ukf s 

 ّبي تغييشهىبى ّبي هؤلفِ هدوَػِ ثشاي) ؿَد هي ًبهيذُ ػبصُ ػختي هبتشیغ [k] ػختي ضشایت هبتشیغ وِ
 .ثبؿذ هي ػبصُ تغييشهىبى ؿىل ثيبًگش وِ اػت تغييشهىبى ثشداس [u] ٍ (ؿذُ هـخق
 :اػت صیش تؼشیف داساي ٍ ؿذُ ًبهيذُ ػختي تبثيش ضشایت kij ضشایت
=Kij  آصادي دسخِ ساػتبي دس ؿذُ ایدبد ًيشٍي i آصادي دسخِ ساػتبي دس ٍاحذ تغييشهىبى اػوبل اثش ثش j 

 (ؿَد خلَگيشي آصادي دسخبت ػبیش ساػتبي دس تغييشهىبى اص وِ ٍلتي)

آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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تَاى هي هـبثِ عَس ثِ ثبؿذ ٍیؼىَص ًَع اص هيشایي یؼٌي داسد ػشػت ثِ ثؼتگي هيشایي وِ ؿَد فشم اگش  
 ثب ليبع دس .ًَؿت هيشایي تبثيش ضشایت ووه ثِ سا ؿذُ اًتخبة آصادي دسخبت ثب هتٌبظش هيشایي ّبي ًيشٍ

 :اص ػجبستؼت هيشایي ًيشٍّبي هدوَػِ هؼبدلِ (3) هؼبدلِ
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


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
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



 u

 .ؿًَذ هي ًبهيذُ هيشایي تبثيش ضشایت cij ٍضشایت ثَدُ i هىبًي تغييش هؤلفِ ثِ هشثَط ػشػت     وِ

cij ; آصادي دسخِ ساػتبي دس ؿذُ ایدبد ًيشٍيi  آصادي دسخِ ساػتبي دس ٍاحذ ػشػت اػوبل اثش ثش j  
 (ثبؿذ كفش آصادي دسخبت ػبیش ساػتبي دس ػشػت حبليىِ دس)

 :داد ًـبى ًيض صیش كَست ثِ تَاى هي سا (5) ساثغِ

  ٍ (ؿذُ هـخق آصادي دسخبت ثشاي) ؿَد هي ًبهيذُ ػبصُ هيشایي هبتشیغ [c] هيشایي ضشایت هبتشیغ وِ
 .ثبؿذ هي ثشداسػشػت

      )6(ucfD


u

آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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ثيبًگش ضشایت ایي .گشدًذ هي تؼييي خشم ضشایت ثٌبم تبثيش ضشایت اص اي هدوَػِ تَػظ ًيض ایٌشػي ًيشٍّبي 

  سا ایٌشػي ًيشٍّبي ،(3) هؼبدلِ ثب ليبع دس .ثبؿٌذ هي ایٌشػي ًيشٍّبي ٍ آصادي دسخبت ؿتبة ثيي ساثغِ
   :ًَؿت صیش ؿىل ثِ تَاى هي
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 .ؿًَذ هي ًبهيذُ خشم تبثيش ضشایت mij ٍضشایت ثَدُ i هىبًي تغييش هؤلفِ ثِ هشثَط ؿتبة     وِ

mij  ; آصادي دسخِ ساػتبي دس ؿذُ ایدبد ًيشٍيi  آصادي دسخِ ساػتبي دس ٍاحذ ؿتبة اػوبل اثش ثش j (دس  
 (ثبؿذ كفش آصادي دسخبت ػبیش ساػتبي دس ؿتبة وِ حبلي

 :داد ًـبى ًيض صیش كَست ثِ تَاى هي سا (7) ساثغِ

 ثشاي دٍ ّش وِ ،ثبؿذ هي ثشداسؿتبة        ٍ ؿَد هي ًبهيذُ ػبصُ خشم هبتشیغ [m] خشم ضشایت هبتشیغ وِ

 .اًذ ؿذُ تؼييي ّب تغييشهىبى هؤلفِ اص هـخق هدوَػِ ایي
 u

u

      )8(umf I


آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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ًظش دس ثب ػبصُ ول دیٌبهيىي تؼبدل (2) هؼبدلِ دس (8)و (6)، (4) هؼبدلات وشدى خبیگضیي ثب 

  :آیذ هي دػت ثِ ػبصُ، آصادي دسخبت وليِ گشفتي

 

 

ِیه ػيؼتن ثشاي هؼبدلِ هـبثِ وِ اػت آصادي دسخِ چٌذ ػيؼتن حشوت هؼبدلِ فَق، هؼبدل 

  .ثبؿذ هي آصادي دسخِ

ّب هبتشیغ ایي دسخِ وِ گشدًذ هي هـخق هبتشیغ یه تَػظ (9) هؼبدلِ اخضاي اص وذام ّش  

  .داسد ػبصُ ّبي تغييشهىبى ثشاي سفتِ وبس ثِ آصادي دسخبت تؼذاد ثِ ثؼتگي

وٌٌذُ ثيبى (9) هؼبدلِ ثٌبثشایي n ِثب ّبیي ػيؼتن ٍاوٌؾ تؼييي ثشاي وِ اػت حشوت هؼبدل 

 .سٍد هي وبس ثِ آصادي دسخِ چٌذ

           )9()(tpukucum  

آزادیتشکیل معادلات حرکت سیستم َای چىذ درجٍ                           
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   :از عثارتىذ سختي ماتریس مُم خًاص ترخي

  اػت هتمبسى هبتشیؼي ػختي هبتشیغ -1

 ثش ًيشٍّب اص اي هدوَػِ تَػظ ؿذُ اًدبم وبس:ثتي لبًَى -اػت اثجبت لبثل ثتي لبًَى ووه ثِ)

 هدوَػِ تَػظ ؿذُ اًدبم وبس ثب اػت ثشاثش دیگش ًيشٍّبي هدوَػِ یه اص ًبؿي تغييشهىبًي سٍي

 (                        اٍل ًيشٍّبي هدوَػِ اص ًبؿي ّبي تغييشهىبى سٍي ثش دٍم ًيشٍّبي

 لبثل ٍ ثَدُ غيشهٌفشد ،هؼيي-هثجت ّبي هبتشیغ .اػت هؼيي-هثجت هبتشیؼي ػختي هبتشیغ -2

 .ّؼتٌذ وشدى هؼىَع

  ثب u اختيبسي تغييشؿىل یه عي دس ػبصُ دس ؿذُ رخيشُ تغييشؿىل اًش        ظي ایٌىِ ثِ تَخِ ثب)

U=1/2uTku  اػت هثجت ّويـِ پبیذاس ػبصُ یه دس اًشطي ایي چَى ٍ ؿَد هي دادُ ًـبى 

1/2uTku >0  ػختي هبتشیغ ثَدى هؼيي هثجت ؿشط k  گشدد هي هحمك) 

a

T

bb

T

a upup 

           ماتریس سختي -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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   :از عثارتىذ سختي ماتریس تعییه ريشُای

 ػختي ضشیت تؼشیف اص اػتفبدُ ثب هؼتمين سٍؽ -1

 هحذٍد ػٌبكش سٍؽ -2

   :سختي ماتریس تعییه مستقیم ريش -1

 تَاى هي ػختي هبتشیغ ػٌبكش تؼييي ثشاي ثشؿي ّبي ػبصُ ًظيش اي ػبدُ هؼبئل دس

   .وشد اػتفبدُ ػختي ضشیت تؼشیف اص هؼتميوب

 (امi آصادي دسخِ) ػبصُ آصادي دسخبت اص ّشوذام ساػتبي دس تشتيت ثِ سٍؽ ایي دس
  ػبصُ آصادي دسخبت ػبیش ساػتبي دس تغييشهىبى ّوضهبى ٍ ُایدبدوشد ٍاحذ تغييشهىبى

 دٌّذُ ًـبى ػبصُ هختلف آصادي دسخبت ساػتبي دس آهذُ پذیذ ًيشٍّبي گشدد، هي هميذ

 ثشاي ػول ایي تىشاس ثب ثَد، خَاٌّذ( امi ػتَى)ػختي هبتشیغ اص خبف ػتًَي ػٌبكش

 .آیذ هي دػت ثِ ػبصُ ول ػختي هبتشیغ ػبصُ، آصادي دسخبت ػبیش

           ماتریس سختي -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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 اػتبتيىي هؼيي ّبي ػبصُ دس ػختي هبتشیغ تؼييي :ًىتِ

 ٍ ؿذُ تؼييي ًشهي هبتشیغ اثتذا وِ اػت تش ساحت هؼوَلا صیش، ؿىل ًظيش هؼيي ّبي ػبصُ دس

 .آیذ دػت ثِ ػختي هبتشیغ آى، وشدى هؼىَع ثب ػپغ

  ًيشٍي تبثيش ػلت ثِ ام i آصادي دسخِ ساػتبي دس تغييشهىبى اص ػجبستؼت fij ًشهي تبثيش ضشیت

 .ام j آصادي دسخِ اهتذاد دس ٍاحذ

:ماتریس سختي -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ                          
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   سختي ماتریس تعییه ترای محذيد عىاصر ريش -2

 .ؿَد هي اػتفبدُ هحذٍد ػٌبكش سٍؽ اص ػبصُ هـخلبت تؼييي ثشاي پيچيذُ هؼبئل دس

  ّب الوبى ایي وِ ؿَد هي ثٌذي تمؼين هدضا ّبي الوبى اص اي هدوَػِ ثِ ػبصُ اثتذا سٍؽ ایي دس

 عَس ثِ اػضب اص وذام ّش ّبي هـخلِ اثتذا ،ّؼتٌذ هتلل یىذیگش ثِ هحذٍدي گشّي ًمبط تَػظ

  دس ػبصگبسي ٍ تؼبدل ؿشایظ وِ عَسي ثِ) آًْب هتٌبػت تشويت اص ػپغ ؿَد هي هحبػجِ هدضا

 .آیذ هي دػت ثِ ػبصُ ول هـخلبت (گشدد اسضبء ّب گشُ هحل

           ماتریس سختي -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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  :از عثارتىذ جرم ماتریس تعییه َای ريش

 هتوشوض خشم هبتشیغ سٍؽ -1

 ػبصگبس خشم هبتشیغ سٍؽ -2

 

 (local mass matrix) متمرکس جرم ماتریس -1

 ًُمبعي دس خشم ثَدى هتوشوض فشم اي، ػبصُ دسّش خشم ّبي هـخلِ تؼييي ثشاي سٍؽ تشیي ػبد 

 .ثبؿذ هي ًيبص هَسد ًمبط آى ّبي تغييشهىبى وِ اػت

 فشم ؿَد، گشفتِ ًظش دس گشُ ّش دس ثبیؼتي وِ هتوشوضي خشم تؼييي ثشاي هتذاٍل سٍؽ عجك 

  یىذیگش ثِ لغؼبت ایي اتلبل ًمبط دس ّب گشُ ٍ ثبؿذ ؿذُ تمؼين لغؼبتي ثِ ػبصُ وِ گشدد هي

   .ثبؿٌذ

 ماتریس جرم -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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دّذ هي ًـبى تيش ًَع اص اي ػبصُ ثشاي سا سٍؽ ایي وبسثشد ، صیش ؿىل.   

اػت، ؿذُ فشم آى اًتْبي دٍ ّبي گشُ دس اي ًمغِ هتوشوض ّبي خشم كَست ثِ لغؼِ ّش خشم  
  هتوشوض ول خشم ثٌبثشایي، .گشدد هي تؼييي اػتبتيه هحبػجبت اص ًمبط، دسایي لغؼبت خشم تَصیغ

  گشُ آى ثِ هتلل لغؼِ ّش اص وِ اػت ّبیي خشم اص ػْوي هدوَع ثب ثشاثش ػبصُ، اص گشُ ّش دس
  گشُ ّش خشم ثِ لغؼِ دٍ ّبي خشم اص لؼوتي ، صیش ؿىل دس ؿذُ دادُ ًـبى ػيؼتن دس .سػذ هي

 .m1=m1a+m1b  هثبل ثؼٌَاى گشدد هي تَصیغ

 ماتریس جرم -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 

 ًوبیؾ ًحَُ هتوشوض وشدى خشم دس گشُ ّب
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 ماتریس جرم -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 

هبتشیغ غيشلغشي خولات هتوشوض خشم هبتشیغ سٍؽ دس  mijخشم ّش ؿتبة صیشا ّؼتٌذ، كفش ّوگي  

  ثش  iًمغِ ایٌشػي ًيشٍي وِ اػت ٍاضح .گشدد هي ًمغِ آى دس فمظ ایٌشػي ًيشٍي ایدبد ثبػث اي ًمغِ

 خشم ثب ػيؼتن یه دس ثٌبثشایي اػت، ًمغِ ّوبى دس هتوشوض خشم ثب ثشاثشi  ًمغِ دس ٍاحذ ؿتبة اثش

 .(ij اصاي ثِ ثَد خَاّذ mij=0 ٍ) ثبؿذ هيmi  ثب ثشاثشmii  خشم تبثيش ضشیت هتوشوض

خشم هبتشیغ ثبؿذ، ؿذُ تؼييي آى ثشاي خبًجي تغييشهىبًي آصادي دسخبت فمظ وِ ػيؼتوي دس 

 :داؿت خَاّين هضثَس تيش ثشاي ثَد خَاّذ لغشي ثلَست هتوشوض

 

 

 

 

  .ثبؿذ هي آصادي دسخبت تؼذاد ثِ خولاتي داساي وِ
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ُّش دس ًمغِ آى خشم ،ثبؿذ ؿذُ گشفتِ ًظش دس خبثدبیي آصادي دسخِ یه اص ثيؾ دسّشگشُ ّشگب 

  .داؿت خَاّذ هـبسوت هزوَس آصادي دسخبت اص وذام

خشم ٍ داؿت ًخَاّذ ٍخَد چشخـي ایٌشػي ًمبط، دس خشم توشوض فشم ػلت ثِ دیگش عشف اص 

  داساي كلت خشم یه اگش الجتِ) ثَد خَاّذ كفش چشخـي آصادي دسخبت اص یه ّش ثب هتٌبظش

 دسخِ آى ثشاي لغشي ضشیت ثبؿذ، چشخـي آصادي دسخِ ثب ساثغِ دس هؼيٌي چشخـي ایٌشػي

 .(ثَد خَاّذ خشم چشخـي ایٌشػي آصادي،

 خولات ؿبهل ولي حبلت دس وِ ثَد خَاّذ لغشي هبتشیغ یه هتوشوض خشم هبتشیغ ثٌبثشایي 

 . ثبؿذ هي چشخـي آصادي دسخبت ثشاي كفش لغشي

 ماتریس جرم -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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 :(consistent mass matrix) سازگار جرم ماتریس -2

اػضب، ػختي ضشایت آًبليض ثب هـبثِ سٍؿي تَػظ تَاى هي ،هحذٍد الوبى هفَْم اص اػتفبدُ ثب  

 .ًوَد هحبػجِ سا ػبصُ یه اػضبي خشم تبثيش ضشایت

ؿذُ، ثٌذي ػشّن ول خشم هبتشیغ گشدیذ، هحبػجِ ػبصُ یه اػضب خشم ضشایت ایٌىِ اص پغ 

 ثذػت اػضب، ػختي اص ػبصُ ػختي هبتشیغ دسهحبػجِ سفتِ ثىبس تشويت سٍؽ اصّوبى دليمب

 .آیذ هي

خولات داساي یؼٌي ،ثَد خَاّذ ػختي هبتشیغ ؿىل ّوبى داساي ػبصُ خشم هبتشیغ 

 .ثبؿذ هي ػختي هبتشیغ ثب غيشكفشهتٌبظش

 ماتریس جرم -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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هحبػجِ ػولا چَى) ؿَد هي هحبػجِ ؿذُ دادُ هيشایي ّبي ًؼجت اصسٍي هؼوَلا هيشایي هبتشیغ 

   .(اػت اًدبم لبثل غيش يشایيهاص دیگشي خبف ّشهـخلِ یب ،c هيشایي ضشیت

گشدیذ خَاّذ اسائِ اي خذاگبًِ فلل دس هيشایي هبتشیغ تؼييي ًحَُ ثِ هشثَط تَضيحبت. 

           ماتریس میرایي -ایمحاسثٍ ماتریس َای مشخصٍ َای سازٌ 
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 :وشد ثٌذي تمؼين تَاى هي صیش دػتِ ػِ ثِ سا آصادي دسخِ چٌذ ػيؼتوْبي

     LOCALMASS, LUMPED STIFFNESS              هتوشوض ػختي ٍ هتوشوض خشم -1

 DISTRIBUTED MASS, LUMPED STIFFNESS    هتوشوض ػختي ٍ پيَػتِ خشم -2

   DIST MASS, FIST STIFNESS                              پيَػتِ ػختي ٍ پيَػتِ خشم -3

          

            MDOF                        آزادیاوًاع سیستم َای چىذ درجٍ 
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 shear structure)) ثشؿي ػبصُ ثشاي خشم ٍ ػختي ّبي هبتشیغ تؼييي :مثال
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 :داؿت خَاّين هتوشوض خشم هبتشیغ سٍؽ اص اػتفبدُ ثب ٍ
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 سیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکس -1

 :داؿت خَاّين ػختي هبتشیغ تؼييي هؼتمين سٍؽ اص اػتفبدُ ثب
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 :داؿت خَاّين عجمِ  n ثشؿي ػبصُ یه ثشاي فَق سٍاثظ تؼوين ثب
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     َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکسسیستم  -1
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     َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکسسیستم  -1
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 (اػضب هحَسي عَل تغييش اص كشفٌظش ثب)ػبدُ لبة ػبصُ ٍخشم ػختي ّبي هبتشیغ تؼييي :مثال

وِ ثَد خَاّذ آصادي دسخِ ػِ داساي ػبصُ ایي ؿَد ًظش كشف اػضب هحَسي عَل تغييش اص اگش 

 .اػت ؿذُ دادُ ًـبى فَق دسؿىل

اصدسخبت ّشیه ثِ ٍاحذ تغييشهىبى یه اػوبل ثب هتَالي ثغَس تَاى هي سا هشثَعِ ػختي ضشایت 

 .آٍسد ثذػت ؿذُ، ایدبد ًيشٍّبي تؼييي ٍ دیگش آصادي دسخِ دٍ حشوت وشدى هميذ ٍ آصادي

m5.1,

m, m,

     َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکسسیستم  -1
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     َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکسسیستم  -1
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 :اص ثَد خَاّذ ػجبست ػختي هبتشیغ پغ
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اػتفبدُ هتوشوض خشم اصسٍؽ ػبصُ ایي خشم هبتشیغ تؼييي ثشاي 

 دادُ ًـبى همبثل دسؿىل وِ ّوبًغَس حبلت ایي دس ؿَد هي

 .اػت هتوشوضؿذُ آى ّشػضَدساًتْبي خشم ًلف اػت ؿذُ

خٌجي آصادي دسخِ ثشاي ثبتيشاكلي ػغح ّن وِ خشهي ثٌبثشایي 

 هؼبٍي ؿَد هي دادُ ًـبى  mn ٍثب ؿَد هي گشفتِ دسًظش

 .اػت چْبسخشم هدوَع

ًذاسد ٍخَد دٍساًي آصادي دسخبت ًظيش دیگشي خشم ضشیت ّيچ 

 .ّؼتٌذ دٍساًي ایٌشػي فبلذ اي ًمغِ خشهْبي صیشا
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     َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم متمرکس ي سختي متمرکسسیستم  -1
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 استدبػي پي سٍي ػبختوبى استؼبؽ :هثبل


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luu

luu
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آصادي دسخبت تؼييي 

 ایي حؼت ثش تغييشهىبى همبدیش ػبیش ػيؼتن، آصادي دسخبت ػٌَاى ثِ ؿىل هغبثك u ٍ θ اًتخبة كَست دس

 :اص ثَد خَاٌّذ ػجبست پبساهتشّب

     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2
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(دالاهجش اكل) هؼتمين تؼبدل سٍؽ ثِ حشوت هؼبدلات اػتخشاج: 

 I0      خشم هشوض حَل خشهي ایٌشػي هوبى  
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     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2
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 : داؿت خَاّين هبتشیؼي ؿىل ثِ فَق هؼبدلِ دٍ ًَؿتي ثب

  لغش ثش ٍالغ غيش ػٌبكش وليِ)
   (ّؼتٌذ كفش ثب ثشاثش اكلي

داسد حشوت تـشیح ثشاي اػتفبدُ هَسد آصادي دسخبت اًتخبة ثِ ثؼتگي ػيؼتن هؼبدلات ثَدى دسگيش. 

اػتفبدُ ثب ثَد خَاّذ لاصم ًٌوبیٌذ ػول آصادي دسخبت اهتذاد دس ٍاسدُ خبسخي ًيشٍّبي وِ كَستي دس 

 اًدبم وبسهدبصي تؼبٍي هجٌبي ثش) هدبصي تغييشهىبًْبي اكل ووه ثِ یب اػتبتيىي تؼبدل هؼبدلات اص

 ّش ساػتبي دس هدبصي تغييشهىبى دسعي گشّي هؼبدل ًيشٍّبي ٍ ٍاسدُ ٍالؼي ًيشٍّبي تَػظ ؿذُ

 آصادي دسخبت اهتذاد دس ًيشٍّبیي ثِ (Chopra 2-9 هثبل هغبثك ػيؼتن، آصادي دسخبت اص وذام

 .ؿًَذ تجذیل

     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2
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هؼتمين سٍؽ ثِ ػختي ٍ خشم ّبي هبتشیغ تؼييي ٍاػغِ ثِ حشوت هؼبدلات اػتخشاج: 

     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2

 :ػختي تبثيش ضشایت هحبػجِ -الف
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     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2

 :خشم تبثيش ضشایت هحبػجِ - ة
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ّويـِ ّؼتٌذ پيَػتِ خشم داساي وِ ّبیي ػيؼتن دس  

 .ثَد ًخَاّذ غيشدسگيش خشم هبتشیغ

آصادي دسخبت وِ كَستي دس همبثل ؿىل ػبصُ دس هثلا 

 :داؿت خَاّين ؿًَذ گشفتِ ًظش دس ua ٍ  θ حشوت هؼتمل
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     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2
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 : داؿت خَاّين هبتشیؼي ؿىل ثِ فَق هؼبدلِ دٍ ًَؿتي ثب

     سختي متمرکس يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -2
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 پیًستٍمعادلات حرکت سیستم َای 

 هؼبدلات ثب ٍ ّؼتٌذ آصادي دسخِ ثي ًْبیت داساي پيَػتِ پبساهتشّبي ثب ػيؼتن ّبي تئَسیه لحبػ اص 

 .هي ؿًَذ هذلؼبصي (PDE) خضئي دیفشاًؼيل

گبّي ؿشایظ هي ؿَد، گشفتِ ًظش دس ؿىل هغبثك تيشي ِ   ثخبعش كشفب ایٌدب دس وِ ثبؿذ هي دلخَاُ تيش تىي

 .اػت ؿذُ دادُ ًـبى ػبدُ گبُ تىيِ كَست ثِ ًوبیؾ ػَْلت

ؿبهل ٍاسدُ ثبسّبي: 

 هي ثبؿذ هَلؼيت ٍ صهبى ثِ ًؼجت هتغيش وِ ، p(x,t) لبئن ثبسگزاسي -    

 دس هي ؿَد، فشم هَلؼيت ثِ ًؼجت هتغيش ٍ صهبى ثِ ًؼجت ثبثت وِ ، N(x) هحَسي ًيشٍي -     

 ًوي وٌذ تغييش تيش تغييشهىبى اثش ثش هحَسي ًيشٍي خْت هي ؿَد فشم ضوي

سختي پیًستٍ يسیستم َای چىذ درجٍ آزادی تا جرم پیًستٍ  -3  
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  تيش دیفشاًؼيلي الوبى یه ثش ٍاسد ًيشٍّبي تؼبدل ساثغِ ًَؿتي عشیك اص تَاى هي سا ػبدُ ػيؼتن ایي حشوت هؼبدلِ

 :آٍسد ثذػت
 

 :اص اػت ػجبست لبئن ًيشٍّبي تؼبدل ساثغِ
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 ًتيدِ dx ثش ساثغِ عشفيي تمؼين ػپغ ٍ ...2ٍ (dx)3(dx)  ثبلاي هشتجِ ػَاهل اص ًوَدى كشفٌظش ثب
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 (strong form) حشوت هؼبدلِ
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دٍ هشتجِ اًتگشالگيشي خضءثدضء اص خولِ دٍم ٍ یه هشتجِ اًتگشالگيشي خضءثدضء اص خولِ ػَم ػجبست فَق ب ث

 :ًتيدِ هي ؿَد
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ثش اػبع اكل تغييشهىبًْبي هدبصي ثشاي ایي ػيؼتن دس حبل تؼبدل، ول وبس هدبصي اًدبم ؿذُ دس خلال 
 :ثبیذ ثشاثش ثب كفش ثبؿذ uتغييشهىبى هدبصي 

 (weak form) حشوت هؼبدلِ
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هي ؿَد ػبصي ایذُ آل هحذٍد آصادي دسخبت تؼذاد ثب ػيؼتوي كَست ثِ پيَػتِ ػيؼتن ػول دس. 
 

ؿىل تَاثغ آثبس خوغ ثب حشوت هؼبدلات (Shape functions) هي گشدد ثيبى. 

 گشّْب ثيي تغييشهىبى ؿىل وٌٌذُ هـخق چَى هي ًبهٌذ ًيض دسًٍيبثي تَاثغ سا ؿىل تَاثغ -

 .هي ثبؿٌذ

   .ثبؿٌذ ػبصُ تغييشهىبى ؿىل ثيبًگش وِ هي ؿًَذ اًتخبة ًحَي ثِ ؿىل تَاثغ-

 .ثبؿٌذ  unique (هؼتمل)یىتب ثبیذ تَاثغ ایي-

 پيَػتگي ؿشایظ وِ دلخَاّي هٌحٌي ؿىل ّش ًوبیٌذ، اسضب سا هشصي ؿشایظ ثبیذ ؿىل تَاثغ -

 .اػت لجَل لبثل ًوبیذ اسضب سا گشّي ٍ داخلي

 تغييشؿىل هٌحٌي اص اػت ػجبست ؿىل تبثغ ثشاي هٌبػت اًتخبة یه ثؼذي، یه الوبًْبي دس -

 .آصادي دسخبت ػبیش ًوَدى هميذ ٍ هضثَس آصادي دسخِ دس ٍاحذ تغييشهىبى ل اػوب اصاي ثِ

تا  تا سیستمي تقریة سازی سیستم پیًستٍ تي وُایت درجٍ آزادی 
محذيدآزادی تعذاد درجات   
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اي ِ  ػجبستي ثِ ٍ هؼألِ هدَْلات ui همبدیش .هي ؿَد تؼشیف ، ui یبفتِ، تؼوين هختلبت اص هدوَػ

 (ػبصُ اص خبكي اًتخبثي ًمبط تغييشهىبى داهٌِ) ثَد خَاٌّذ ػيؼتن آصادي دسخبت
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 :فشم ثب
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n ; آصادي دسخبت تؼذاد ; ؿىل تَاثغ تؼذاد 
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تا  تا سیستمي تقریة سازی سیستم پیًستٍ تي وُایت درجٍ آزادی 
محذيدآزادی تعذاد درجات   
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 :تًجٍ

N ثبؿذ فـبسي هحَسي ًيشٍي اگش .ثبؿذ هي هثجت ثبؿذ وــي هحَسي ًيشٍي وِ كَستي دس N 

 .هي ؿَد ػيؼتن ػختي وبّؾ ثبػث ٍ ثَدُ هٌفي

ّبي ِ  هيشایي تأثيش ضشیت ثبؿذ پيَػتِ ٍیؼىَص هيشایي ثيبًگش c(x) وِ كَستي دس :هيشایي هـخل

  :ثَد خَاّذ ثيبى لبثل صیش ساثغِ ثب

  

 .آٍسد ثذػت سا [c] ػبصُ ول هيشایي هبتشیغ تَاى هي cij هيشایي تأثيش ضشایت تؼييي اص پغ

  هحبػجِ ثدبي دليل ّويي ثِ اػت، اًدبم غيشلبثل c(x) هيشایي هحبػجِ ػولاً ٍخَد ایي ثب 

 .هي وٌٌذ تؼييي هيشایي ًؼجت ّبي سٍي اص سا آى هؼوَلاً فَق، عشیك ثِ [c] هيشایي هبتشیغ

 dxxxcxc jiij )()()( 

تا  تا سیستمي تقریة سازی سیستم پیًستٍ تي وُایت درجٍ آزادی 
محذيدآزادی تعذاد درجات   
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هحذٍد ػٌبكش سٍؽ دس: 

 ُاي ثِ ػبص ِ  یىذیگش ثِ هحذٍدي گشّي ًمبط تَػظ وِ هي ؿَد تمؼين ثٌذي هدضا ػٌبكش اص هدوَػ

  .ثبؿٌذ هي هتلل

هي ؿًَذ ًظشگشفتِ دس (آصادي دسخبت) ػبصُ یبفتِ تؼوين هختلبت ػٌَاى ثِ گشُ ّب ایي تغييشهىبًْبي.   

ّبي تؼييي ثشاي ولي سٍاثغي هٌبػت ؿىل تَاثغ تؼشیف ثب ِ  ٍ خشم هبتشیغ ًظيش) دیٌبهيىي هـخل

 .هي آیذ ثذػت ًوًَِ ػٌلش یه (ًيشٍ ثشداس ٍ ػختي

 ّبي ِ  آًْب هٌبػت تشويت اص ػپغ ؿذُ هحبػجِ هدضا ثغَس ػٌبكش ته ته دیٌبهيىي هـخل

   .هي گشدد حبكل ول ػبصُ هـخلبت

ُهي گشدد حل حبكل دیفشاًؼيل هؼبدلات دػتگب. 
 

ّبي فشهَلجٌذي هحذٍد ػٌبكش سٍؽ دس اػبػي گبهْبي اص یىي ثٌبثشایي ِ  هي ًوًَِ ػٌلش دیٌبهيىي هـخل

ِ اي ػٌلش فشهَلجٌذي ریلاً ثبؿذ  ػبصُ ّبي دیٌبهيىي تحليل دس وِ Euler Beam تيشاٍلش ػٌَاى تحت ًوًَ

 .هي ؿَد دادُ ؿشح هثبل ػٌَاى ثِ اػت اػتفبدُ لبثل لبثي ٍ تيشي

 تشکیل معادلات حرکت تٍ ريش عىاصر محذيد
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دس آى آصادي دسخِ چْبس ػٌَاى ثِ ػٌلش ایي اًتْبیي گشُ دٍ دس چشخؾ ٍ لبئن تغييشهىبى 

 .ؿًَذ هي گشفتِ ًظش

 ػٌلش ایي اص ًمغِ ّش دس تغييشهىبى یبفتِ، تؼوين هختلبت ایي ثب هتٌبظش تَاثغ تؼييي اص پغ 

 :ًَؿت گشّي ّبي تغييشهىبى حؼت ثش تَاى هي دسًٍيبثي تَاثغ ایي ووه ثِ لحظِ ّش دس سا

   Euler Beam ايلر   تیر : مثال

)()()()()()()()(),( 44332211 xtuxtuxtuxtutxu  

 تشکیل معادلات حرکت تٍ ريش عىاصر محذيد
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 :شکل تًاتع تعییه

  هَسد آصادي دسخِ ساػتبي دس ٍاحذ تغييشهىبى وِ هي گشدد تؼييي كَست ثذیي ؿىل تَاثغ اص یه ّش

  ثِ حبلت ایي دس یبفتِ تغييشؿىل هٌحٌي ؿىل هي گشدد، هميذ آصادي دسخبت ػبیش ٍ ؿذُ اػوبل ًظش

 .هي ؿَد دسًظشگشفتِ ؿىل تبثغ ػٌَاى

 تشکیل معادلات حرکت تٍ ريش عىاصر محذيد
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 :  ψ1 (x) شکل تاتع محاسثٍ

 هي ؿًَذ هحبػجِ صیش هشصي ؿشایظ ثشاػبع Cx + D  + Bx2 + (x)=Ax3 ψتػجبس دس D, C , B, A ثبثت ّبي
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 :ثَد خَاّذ صیش كَست ثِ حبلتي چٌيي دس تيش تغييشهىبى ثش حبون دیفشاًؼيلي هؼبدلِ ولي ؿىل

 

 .هي ؿًَذ هحبػجِ حبلت، ّش دس هشصي، ؿشایظ اػبع ثش D, C , B, A ثبثت ّبي
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 :ؿَد هي دیگش ؿىل تبثغ ػِ هحبػجِ ثِ الذام تشتيت ّويي ثِ ٍ

 

 

 

 .ثبؿٌذ هي ّشهيتي ػِ دسخِ ّبي اي چٌذخولِ تَاثغ ایي
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 ٍ گشدد هي ػيؼتن ػختي افضایؾ ثبػث ؿذُ، ٍاسد فَق سٍاثظ دس هثجت ػلاهت ثب وــي هحَسي ًيشٍي

 .ؿَد هي ػيؼتن ػختي وبّؾ ثبػث هٌفي ػلاهت ثب فـبسي هحَسي ًيشٍي

 سختيتعییه ماتریس َای:                         
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 سازگار جرم ماتریس -الف

 

 

 

 

 

 

 تَاثغ اص صیشا) هي ؿَد گفتِ (Consistent Mass Matrix) ػبصگبس خشم هبتشیغ هبتشیغ، ایي ثِ هتَى دس

 (.اػت ؿذُ اػتفبدُ [m]  ٍ [k] ثشاي هـبثْي ؿىل
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 ماتریس جرمتعییه:                         



56 

 : (Lumped Mass Matrix) متمرکس جرم ماتریس -ب

 الوبى خشم ًوَدى هتوشوض فشم خشم، هبتشیغ تؼييي ثشاي ػبدُ سٍؽ یه ؿذ اؿبسُ لجلاً وِ ّوبًغَس

  .ثبؿذ هي اػت، ًيبص هَسد آًْب ّبي هىبى تغييش وِ گشّي ًمبط دس

 

 

 

 

 
 

 .(اًتمبلي آصادي دسخبت فمظ) ؿَد هي هتوشوض (هحذٍدي) هؼيٌي آصادي دسخبت دس خشم سٍؽ ایي دس

 ًؼجي ثَدى دليك -2 ، ػبدگي-1 :اص ػجبستٌذ خشم هبتشیغ تؼييي ثشاي سٍؽ ایي ػوذُ هضایبي
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 :تار تردار تعییه

 .ثَد خَاٌّذ تؼييي لبثل صیش ساثغِ ووه ثِ تيش عَل دس ثبس تغييشات ًحَُ ثشاػبع ثشداس ایي ػٌبكش

 dxtxPxP ii ),()(

 تشکیل معادلات حرکت تٍ ريش عىاصر محذيد
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 :قسوت دٍم - فصل ضطن

 حل هعادله دیفزاًسیل حزکت سیستن های چٌذ درجه آسادی 



2 

ٕحزوت هاتزٗغٖ دٗفزاًغ٘ل هؼادلٔ حل تزا 

 

ٖ تاٗذ دٗگز، دٗفزاًغ٘ل هؼادلٔ ّز هاًٌذ  .ًوَد حل ثاًٖ عزف تذٍى اتتذا در را آى ه
 

 تَاى را آساد ارتؼاػ دارإ ه٘زاٖٗ تذٍى ع٘غتن ٗه حزوت هؼادلات ٖ  هاتزٗظ وزدى حذف اس ه

 :آٍرد تذعت فَق هؼادلٔ در تارگذارٕ تزدار ٍ ه٘زاٖٗ

 

ٖ تاؽذ ففز تزدار ًؾاًگز {0} وِ   .ه
 

تا ثاً٘ا ٍ تَدُ اًذن حافل ًتاٗح در ه٘زاٖٗ تأث٘ز اٍلا وِ اعت تذوز تِ لاسم ه٘زاٖٗ اثز هَرد در 

ٖ ؽَد افشٍدُ آى هؾىلات ٍ هحاعثات پ٘چ٘ذگٖ تز حالت اٗي در هختلظ اػذاد دخالت تِ تَخِ  .ه

)}({}{][}{][}{][
...

tpukucum 

)1(}0{}]{[}]{[
..

 ukum

                         ارتعاش آساد سیستن های چٌذ درجه آسادی در حالت تذٍى هیزایی
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 تَاى آسادٕ، درخِ ٗه ع٘غتن ّإ تا ل٘اط در ٖ   تِ ع٘غتن آساد ارتؼاػ حزوت وِ ًوَد فزك ه

ٖ تاؽذ، عادُ ّارهًَ٘ىٖ فَرت ٖ تَاى را آى آسادٕ درخٔ چٌذ ع٘غتن ٗه در وِ ه  ؽىل تِ ه

 :ًَؽت سٗز

 
 

ٖ وٌذ تغ٘٘ز سهاى تا آى ؽىل وِ) اعت ع٘غتن ارتؼاػ ؽىل ت٘اًگز       راتغِ اٗي در  فمظ ٍ ًو

 .تاؽذ هٖ فاس ساٍٗٔ   ٍ (اعت هتغ٘ز آى داهٌٔ

  هوىي اها ً٘غت عادُ ّارهًَ٘ه حزوت ٗه آسادٕ درخِ چٌذ ع٘غتن ٗه خزم ّز حزوت :تذوز

 تز هؾزٍط تاؽذ داؽتِ عادُ ّارهًَ٘ىٖ حزوت ٗه عثمِ چٌذ اٗذُ آل عاختواى ٗه اعت

 ّوزاُ عاختواى ارتفاع در ّا عزػت ٗا ّا خاتدائٖ هٌاعة تَسٗغ تا آى آساد ارتؼاػ اٌٗىِ

 .تاؽذ
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آٌٗذ دعت تِ آساد ارتؼاػ ؽتاتْإ ،(2) هؼادلٔ دٍم هؾتك گزفتي تا ٖ  :ه

 

 

داؽت خَاّ٘ن ،(1) هؼادلِ در (3) ٍ (2) هؼادلات خاٗگشٌٖٗ تا:  

 

 

تاؽذ وزدى حذف لاتل ٍ تَدُ اخت٘ارٕ عٌَ٘عٖ خولات همذار اٌٗىِ تِ تَخِ تا ٖ  را فَق هؼادلِ ه

ٖ تَاى  :ًَؽت سٗز فَرت تِ ه
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                         ارتعاش آساد سیستن های چٌذ درجه آسادی در حالت تذٍى هیزایی
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ٔففز تزاتز هؼادلات راعت عوت) اعت ّوگي خغٖ خثزٕ هؼادلات دعتگاُ ٗه (4) هؼادل 

  . 2 هدَْل پاراهتز ٍ      هدَْل تغ٘٘زهىاى n   تا (اعت

اعت «ٍٗضُ همذار هغألِ» تٌام رٗاض٘ات هْن هغائل اس ٗىٖ هؼادلات ًَع اٗي حل.  

         ففز تزاتز ضزاٗة هاتزٗظ دتزهٌ٘اى وِ اعت (غ٘زففز) غ٘زتذْٖٗ خَاب دارإ ٍلتٖ فمظ  

  ٍلتٖ فمظ                             فَرت تِ وِ (4) هؼادلات خَاب وزاهز لاػذٓ تِ تَخِ تا) تاؽذ

 .(تاؽذ ففز وغز هخزج دتزهٌ٘اى وِ اعت غ٘زتذْٖٗ خَاب دارإ

ِوِ اعت پذٗز اهىاى ٍلتٖ فمظ هحذٍد داهٌٔ تا آساد ارتؼاؽات دٗگز، ػثارت ت: 

 

 .ؽَد هٖ ًاه٘ذُ ع٘غتن فزواًظ هؼادلِ (5) هؼادلِ
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دارإ وِ ع٘غتوٖ ٗه در دتزهٌ٘اى اٗي  اگز n ٔاس خثزٕ هؼادلٔ ٗه ٗاتذ، تغظ اعت آسادٕ درخ  

  .آهذ خَاّذ تذعت   2 هدَْل پاراهتز تا n هزتثٔ

n  ّٔإ فزواًظ دٌّذٓ ًؾاى (                       ٗؼٌٖ) هؼادلِ اٗي رٗؾ n ؽىل) ارتؼاؽٖ هذ  

ٖ تَاًٌذ وِ ّغتٌذ (ع٘غتن ارتؼاػ    .آٌٗذ تَخَد ع٘غتن در ه

ٕؽَد خَاًذُ اٍل هذ اعت فزواًظ وَچىتزٗي دارإ وِ ارتؼاػ اس هذ ٖ  تشرگتز تؼذٕ فزواًظ ه

ٖ گٌَٗذ دٍم هذ را آى اس  :آخز الٖ ٍ ه

 

ٕثاتت تَاى هٖ پاٗذار، عاسُ ّإ در حم٘مٖ ٍ هتمارى هؼ٘ي، -هثثت عختٖ ٍ خزم ّإ هاتزٗظ تزا 

ِ ّإ ولِ٘ وِ وزد  .ّغتٌذ هثثت ٍ حم٘مٖ فزواًظ هؼادلٔ رٗؾ
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ٕفزواًظ تزدار تاؽذ (ّا فزواًظ تشرگٖ تزت٘ة تِ) هذّا ّإ فزواًظ ولِ٘ ؽاهل وِ را تزدار  

ٖ خَاًٌذ  :ه

 

 

 

ؽىل تَاى هٖ ،(4) هؼادلٔ در آًْا ته ته دادى لزار تا ،(ٍٗضُ همادٗز)فزواًظ ّا هحاعثٔ اس پظ 

 ضزاٗة هاتزٗظ وِ آًدا اس .وزد پ٘ذا خاؿ هذ آى در را (هتٌاظز ٍٗضُ تزدار) ع٘غتن ارتؼاػ

ٖ وٌذ فزق هذ ّز تزإ تٌاتزاٗي دارد تغتگٖ فزواًظ تِ                     ٗؼٌٖ (4) هؼادلِ  .ه
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ِتٌاتزاٗي ؽذُ اًذ هحاعثِ ؽزط ّو٘ي اعاط تز ّا فزواًظ سٗزا اعت ؽذُ ارضا ػٌ٘اً (4) هؼادل 
ٖ تاؽذ ًاهؼ٘ي ارتؼاؽات داهٌٔ   اعت، ًاهؼ٘ي حزوت داهٌٔ هغلك همذار چَى وِ وزد تَخِ تاٗذ .ه
n-1 ِارتؼاػ ؽىل ٗؼٌٖ) ؽذ خَاٌّذ هحاعثِ اخت٘ارٕ هَلفِ ٗه حغة تز تغ٘٘زهىاى هَلف 

ٖ تَاى را ع٘غتن ِ ّإ اس ٗىٖ حغة تز ّا تغ٘٘زهىاى ول٘ٔ وزدى حل عزٗك اس ه  تذعت آى هَلف

ٖ گ٘زٗن ًت٘دِ تٌاتزاٗي .(آٍرد ٖ تَاى را تغ٘٘زهىاى ّإ ًغثت فمظ وِ ه    .وزد تؼ٘٘ي ه

ِّا ولِ٘ وزدى تمغ٘ن تا هؼوَلا عَْلت، خاعز ت ِ ِ ّإ اس ٗىٖ تِ هَلف  هؤلفِ هؼوَلا)هثٌا هؤلف
 تِ را تغ٘٘زهىاى تزدار (هَلفِ تشرگتزٗي تِ ت٘ؾتز هحاعثاتٖ دلت تِ دعتزعٖ تزإ ٗا ٍ اٍل،

ٖ وٌٌذ ت٘اى تؼذ تذٍى فَرت ٖ ًاهٌذ، امi هذ ؽىل تزدار را حافل تؼذ تذٍى تزدار .ه  :تٌاتزاٗي ه
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اس وذام ّز ؽىل n آٗذ، دعت تِ رٍػ ّو٘ي تَعظ ارتؼاػ هذ ٖ  تزدار n حإٍ وِ را هزتؼٖ هاتزٗظ ه

ٖ دٌّذ ًواٗؼ         تا ٍ ًاه٘ذُ هذ ؽىل هاتزٗظ اعت هذ ؽىل  :ه

 

 

 

 

 .تَد خَاّذ عاسُ آى هذّإ اس تزو٘ثٖ عاسُ، ؽىل تغ٘٘ز

ّا ًغثٖ همذار فمظ اٌٗدا در چِ اگز وِ داؽت تَخِ تاٗذ ِ ٖ آٗذ دعت تِ داهٌ  همذار آٍردى دعت تِ اها ه

 .تَد خَاّذ پذٗز اهىاى اٍلِ٘ ؽزاٗظ اػوال تا ًْاٗت، در ً٘ش آًْا هغلك
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 :هذها کزدى ًزهال های رٍش اًَاع   

  تاؽذ؛ ٗه ػذد هذ ؽىل تزدار اٍل عغز عَرٗىِ تِ وزدى ًزهال  (1

  تاؽذ؛ ٗه ػذد هذ ؽىل تزدار ػٌقز تشرگتزٗي عَرٗىِ تِ وزدى ًزهال  (2

                         تاؽذ خزم هاتزٗظ تِ ًغثت ٗىِ هتؼاهذ هذ تزدارؽىل عَرٗىِ تِ وزدى ًزهال  (3

 

خَاّذ خزم هاتزٗظ تِ ًغثت ٗىِ تؼاهذ خاف٘ت تِ دعت٘اتٖ عَم رٍػ تِ وزدى ًزهال هْن ًت٘دِ ٗه 

 :وِ هفَْم تذٗي تَد،

      ٍاحذ هاتزٗظ [I] ٍ ؽذُ ًزهال هذ n اس واهلٖ هدوَػٔ ؽاهل هذ ؽىل هاتزٗظ     فَق راتغِ در وِ

ٖ ؽًَذ ًزهال تزت٘ة اٗي تِ وِ را هذّاٖٗ .تاؽذ هٖ   ٖ خَاًٌذ خزم هاتزٗظ تِ ًغثت ٗىِ هتؼاهذ ه  اگز .ه

ِ ّإ در وارتزد تزإ سٗادٕ عَْلت دارإ ٗىِ هتؼاهذ هذّإ اس اعتفادُ وِ چِ  اعت، واهپَ٘تزٕ تزًاه

 .ًذارًذ خافٖ هشٗت ّ٘چ گ٘زد اًدام دعت تا هحاعثات ّزگاُ
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اس اعت ػثارت هتوزوش خزم هاتزٗظ رٍػ اعتفادُ تا عاسُ اٗي تزإ خزم هاتزٗظ: 

 

 

 

 

ػوَهٖ ػٌقز هغتم٘ن تؼزٗف رٍػ اس اعتفادُ تا عاسُ اٗي تزإ عختٖ هاتزٗظ 

 :اس اعت ػثارت عختٖ هاتزٗظ
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  :هثال

 .ًواٗ٘ذ تؼ٘٘ي را سٗز عثمِ عِ تزؽٖ عاسُ ارتؼاؽٖ هذّإ ؽىل ٍ فزواًغْا         
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ٕدّ٘ن هٖ تؾى٘ل را ع٘غتن فزواًظ هؼادلِ عاسُ، ارتؼاػ ّإ فزواًظ تؼ٘٘ي تزا: 
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(هذ ؽىل تزدار اٍل هؤلفِ دادى لزار ٍاحذ هغإٍ رٍػ تِ وزدى ًزهال٘شُ)ارتؼاؽٖ هذّإ ؽىل تؼ٘٘ي 
 
 
 
 
 
 
 
هذ ؽىل تزدارّإ ًواٗؼ: 

 
 
 
 
 
 
همذار ت٘ؾتزٗي اٍل هذ هؼوَلا اعت، ت٘ؾتز اًزصٕ خذب اهىاى اعت ووتز فزواًظ چَى تز پاٗ٘ي هذّإ در 
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ٕهذ ؽىل تزدار خاف٘ت، اٗي ًواٗؼ تزإ .ّغتٌذ تؼاهذ خاف٘ت دارإ هذ ؽىل تزدارّا iدر را       ام 

ٖ گ٘زٗن ًظز ٖ تَاى ٍٗضُ همادٗز هؼادلٔ اس اعتفادُ تا .ه  :ًَؽت ه

 

 :داؽت خَاّ٘ن        ٗؼٌٖ امj هذ ؽىل تزدار تزاًغپَسّا تَعظ فَق هؼادلٔ وزدى ضزب پ٘ؼ تا

 

 

ِهذ تزإ ٍٗضُ همادٗز هؼادل jتَد خَاّذ فَرت تذٗي ام: 

 

 

 :دارٗن امi هذ تزدار تزاًغپَس در فَق راتغٔ ضزب پ٘ؼ تا
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 خاصیت تعاهذ هذهای ارتعاضی
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ٖ تَاى هاتزٗغٖ ػول٘ات ًظز اس تٌاتزاٗي .ّغتٌذ هتمارى [k] عختٖ ٍ [m] خزم هاتزٗغْإ چَى   را فَق راتغِ ه

 :ًوَد تاسًَٗغٖ سٗز ؽىل تِ ٍ وزدُ تزاًغپَس ولٖ تغَر

 

 

راتغِ عزف٘ي هزحلِ اٗي در (i) ٍ (ii) داؽت خَاّ٘ن وزدى عادُ اس پظ ٍ وزدُ ون ٗىذٗگز اس را: 

 

 

تذعت تؼاهذ راتغٔ اٍل٘ي (             آًگاُ       اگز) ًثاؽذ تزاتز هذ دٍ اٗي ّإ فزواًظ اٌٗىِ ؽزط تا  

ٖ آٗذ  :ه

 

 .اعت هَعَم خزم هاتزٗظ تِ ًغثت هذّا تؼاهذ راتغٔ تِ فَق راتغٔ
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 خاصیت تعاهذ هذهای ارتعاضی
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 هؼادلِ فَق در هؼادلِ خاٗگذارٕ تا (i) ِؽَدًت٘د ٖ  :ه

 
 

 . هَعَم اعتراتغٔ تؼاهذ هذّا ًغثت تِ هاتزٗظ عختٖ راتغٔ فَق تِ 

 ّإ دلخَاُ ، آًْا را تز ِ تغَر ولٖ راحت تز اعت وِ تدإ ًؾاى دادى ؽزاٗظ تؼاهذ تز حغة داهٌ

(  iii)ؽزاٗظ تؼاهذ پظ اس تمغ٘ن وزدى هؼادلات . ت٘اى ًواٗ٘نتؼذ حغة تزدارّإ ؽىل هذ تذٍى 

 ٍ(iv ) آٌٗذسٗز تغ٘٘زهىاى هثٌا تِ فَرت تز ّز ٖ  :در ه

 

 

تز فَق هؼادلِ دٍ در آهذُ تذعت تؼاهذ ؽزاٗظ :ًثاؽٌذ هغإٍ فزواًظ تا هذٕ دٍ ّ٘چ دارإ وِ ّاٖٗ ع٘غتن در 

 .ً٘غت فادق تاؽٌذ هغإٍ فزواًظ دارإ وِ هذٕ دٍ تزإ ؽزاٗظ اٗي اعت، حاون آى هختلف هذ دٍ ّز

تثذٗل)ؽذ خَاّذ اعتفادُ هذّا اثز تزو٘ة رٍػ تِ آسادٕ درخِ چٌذ عاسُ ّإ تحل٘ل در تؼاهذ رٍاتظ اس  

 (آسادٕ درخِ ٗه ع٘غتن ّإ اس تزو٘ثٖ تِ آسادٕ درخِ چٌذ عاسُ
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تا دلخَاُ ع٘غتن ّز درخقَؿ لثلٖ درتحث n ٔع٘غتن ٗافتِ تغ٘٘زهىاى هَلؼ٘ت آسادٕ، درخ  

ٖ گزدٗذ تؼ٘٘ي u تغ٘٘زهىاى هؤلفِ n تَعظ   دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ آًال٘ش در ٍخَد اٗي تا .ه

 عاسُ آساد ارتؼاػ هذّإ تَعظ تغ٘٘زهىاى ّا دادى ًؾاى تزإ تْتزٕ رٍػ خغٖ، ع٘غتن ّإ

  .دارد ٍخَد

هذّا اٗي n ِدٌّذ تؾى٘ل را هغتمل تغ٘٘زهىاى دعت ٖ ِ ّإ وِ ه ٖ تَاًٌذ آًْا داهٌ  ّواًٌذ ه

ٖ رًٍذ تىار تغ٘٘زهىاى ّزگًَِ دادى ًؾاى تزإ ٍ وزدُ ػول ٗافتِ تؼو٘ن هختقات    .ه

ًٕ٘ش دلاٗل ّواى تِ ٍ ّغتٌذ فَرِٗ عزٕ در هثلثاتٖ تَاتغ ّواًٌذ ًمؾٖ دارإ هذ ؽىل تزدارّا  

ٖ تاؽٌذ هشٗت ّاٖٗ دارإ   :ه

.iآًْا تؼاهذ خَاؿ تخاعز   

.iiٍ دٌّذ ًؾاى دل٘ك آًمذر را هىاى ّا تغ٘٘ز اٌٗىِ تخاعز ٖ ٖ تَاى وِ ه  خولات تا ه

 .آٍرد تذعت را خَتٖ تمزٗة ّإ آًْا، اس اًذوٖ

 normal coordinates                                           ًزهالهختصات 
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ِتغ٘٘زهىاى ؽىل تگ٘زٗذ، ًظز در را سٗز ؽىل در ؽذُ دادُ ًؾاى عزُ إ عتَى هثال ػٌَاى ت 

 .اعت ؽذُ تؼ٘٘ي ارتفاع عِ در تغ٘٘زهىاى تَعظ عتَى اٗي ٗافتٔ

 تغ٘٘زهىاى تزدار ّز {u} ٕاعت، ؽذُ دادُ ًؾاى ؽىل در وِ ّوچٌاى تَاى هٖ را عاسُ اٗي تزا 

 .آٍرد تذعت آى ارتؼاػ هذ عِ هٌاعة تزو٘ة اس

 normal coordinates                                           ًزهالهختصات 
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ِع٘غتن ٗه در تزت٘ة اٗي ت n ِّإ ولِ٘ هدوَع اس ول، تغ٘٘زهىاى آسادٕ درخ ِ  تِ هذٕ هؤلف

ٖ آٗذ تذعت سٗز فَرت  :ه

 

 

 

 

ٗافتِ تؼو٘ن هختقات تثذٗل تزإ ػاهلٖ تقَرت هذ هاتزٗظ وِ ؽَد هٖ هؾخـ فَق هؼادلٔ اس 

{Y} ٌِّذعٖ هختقات ت {u} وٌذ ػول ٖ  هختقات را هذّا داهٌِ ٗافتِ تؼو٘ن هختقات اٗي .ه

ٖ ًاهٌذ عاسُ ًزهال  .ه
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 normal coordinates                                           ًزهالهختصات 
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هذ هاتزٗظ وِ آًدا اس [ϕ] تا ع٘غتوٖ در n ٔؽاهل آسادٕ درخ n تاؽذ، هذ هغتمل تزدار ٖ  ه

ٖ تاؽذ وزدى هؼىَط لاتل ٍ تَدُ غ٘زهٌفزد لذا ٖ تَاى ّوَارُ تٌاتزاٗي .ه  تغَر را فَق هؼادلٔ ه

ِ ّإ ٍ وزدُ حل هغتم٘ن    ؽذُ دادُ تغ٘٘زهىاى تزدار ّز تِ هزتَط {Y} ًزهال هختقات داهٌ

{u} وزد هحاعثِ را.  

هحاعثِ تزإ هؼادلات دعتگاُ اٗي وزدى حل تؼاهذ، خاف٘ت ػلت تِ حال اٗي تا {Y} 

 در را (2) هؼادلِ عزف٘ي ،Yi دلخَاُ ًزهال هختقات ّز هحاعثِ تزإ .اعت غ٘زضزٍرٕ

ٖ وٌ٘ن ضزب خزم هاتزٗظ ٍ هزتَعِ هذ تزدار تزاًغپَس حافلضزب  :ه

 

دّ٘ن تغظ سٗز فَرت تِ را هؼادلِ راعت عزف ٖ  :ه
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خولِ اس غ٘ز عزٕ اٗي خولات ولِ٘ خزم، هاتزٗظ تِ ًغثت هذّا تؼاهذ خاف٘ت تِ تَخِ تا 

ٖ تاؽٌذ، ففز  تِ هزتَط  خَاّ٘ن (3) هؼادلِ راعت عزف در خولِ اٗي وزدى خاٗگشٗي تا لذا ه

 :داؽت

 

 آى رٍٕ ٍاس  

 

 

ِ إ چٌ٘ي تَعظ ًزهال هختقات اس وذام ّز تزت٘ة اٗي تِ ٖ آٌٗذ تذعت راتغ   .ه
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 normal coordinates                                           ًزهالهختصات 
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تَاى ًزهال هختقات تؼاهذ خَاؿ اس ٖ  آسادٕ درخِ چٌذ ع٘غتن ّإ حزوت هؼادلات وزدى عادُ تزإ ه

ٖ تاؽٌذ سٗز فَرت تِ هؼادلات اٗي ولٖ حالت در .وزد اعتفادُ  :ه

 

 

ٗؼٌٖ آى سهاًٖ دٍم ٍ اٍل هؾتمات ٍ (2) هؼادلِ وزدى خاٗگشٗي تا  

ٖ تاؽٌذ هتغ٘ز سهاى تِ ًغثت هذّا اٌٗىِ تِ تَخِ تا)      :داؽت خَاّ٘ن (ًو

 

 

هذ ؽىل تزدار تزاًغپَس در فَق هؼادلِ وزدى ضزب پ٘ؼ تا حال i،ام {ϕi}
T، داؽت خَاّ٘ن: 

 

 

)6()}({}]{[}]{[}{][ tpukucum  

}]{[}{,}]{[}{,}]{[}{ YuYuYu   

)7()}({}]{][[}]{][[}]{[][ tpYkYcYm   
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   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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ٍعختٖ خزم ّإ هاتزٗظ تِ ًغثت هذّا تؼاهذ ؽزاٗظ ؽذ هلاحظِ  لثلاً وِ ّواًغَر: 

 

 

 

 (8) هؼادلِ در عختٖ ٍ خزم ػثارات در امi  هذ تِ هزتَط خولِ اس غ٘ز تِ خولات ولِ٘ وِ گزدد هٖ تاػث

ٖ تَاى را واّؾٖ چٌ٘ي .گزدًذ ففز  ؽزط ؽَد فزك آًىِ تؾزط گزفت، ًظز در ً٘ش ه٘زاٖٗ ػثارت در ه

 :وِ ؽَد فزك ٗؼٌٖ تاؽذ، داؽتِ ٍخَد ً٘ش ه٘زاٖٗ هاتزٗظ در تؼاهذ

 

تَاى را (8) هؼادلِ اٌٗحالت در ٖ  :ًَؽت سٗز فَرت تِ ه
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   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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 :وٌ٘ن هٖ تؼزٗف سٗز ؽزح تِ را خذٗذٕ ػلاٗن اوٌَى
 
 
 
 
 
 
 

  ٗافتِ تؼو٘ن تارگذارٕ ٍ ٗافتِ تؼو٘ن عختٖ ٗافتِ، تؼو٘ن ه٘زاٖٗ ٗافتِ، تؼو٘ن خزم ،تزت٘ة تِ وِ

   .ؽًَذ هٖ ًاه٘ذُ امi هذ تزإ ًزهال هختقات

ٖ آٗذ سٗز فَرت تِ (10) هؼادلٔ ػلاٗن اٗي اس اعتفادُ تا  درخِ چٌذ ع٘غتن حزوت هؼادلٔ وِ دره

ٖ تاؽذ ام i هذ در آسادٕ  :ه
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   ام i هذ ٗافتِ تؼو٘ن عختٖ

  ام i هذ ٗافتِ تؼو٘ن تار
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   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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ٖ تَاى ً٘ش سٗز تقَرت را (12) هؼادلِ  :ًَؽت ه

 

 

 آى در وِ

 

 

 :14 راتغِ اثثات

 

 

 هذ ّز در ه٘زاٖٗ ًغثت فَرت تِ ه٘زاٖٗ وِ هؼمَل تزاعت ً٘ش ف٘شٗىٖ ًظز اس ٍ عادُ تز تغ٘ار هؼوَلا

 .(گزدد هحاعثِ [c] ه٘زاٖٗ هاتزٗظ ضزاٗة آًىِ تدإ) گزدد ت٘اى
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   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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تَاى را تالا در ؽذُ دادُ ؽزح رٍػ ٖ  آسادٕ درخٔ ٗه هؼادلٔ ٗه آٍردى تذعت هٌظَر تِ ه

 .تزد تىار عاسُ ارتؼاػ هذ ّز تزإ هغتمل

 دعتگاُ ٗه اس حزوت هؼادلات ًزهال، هختقات اس اعتفادُ تا تٌاتزاٗي n ِوِ دٗفزاًغ٘لٖ، هؼادل 

 ّغتٌذ درگ٘ز فَرت تِ ه٘زاٖٗ ٍ عختٖ ٍ خزم هاتزٗظ ّإ در غ٘زلغزٕ خولات ٍخَد ػلت تِ

ٖ گزدد تثذٗل ًزهال هختقات هغتمل هؼادلٔ n اس هدوَػِ ٗه تِ  .ه

 ًزهال هذّإ هختقات اس وذام ّز ٍاوٌؼ هدشإ وزدى حل عزٗك اس دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ تٌاتزاٗي  

 دعت تِ افلٖ، هختقات در ٍاوٌؼ آٍردى تذعت تزإ (2) هؼادلِ تا هغاتك آًْا وزدى تزو٘ة ٍ

ٖ آٗذ، ٖ خَاًٌذ هذّا اثز تزو٘ة رٍػ را رٍػ اٗي خاعز ّو٘ي تِ ٍ ه  mode super position) ه

method)   
}]{[}{ YYu ii  

   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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هختقات اٗي اس اعتفادُ اها اعت، ًزهال هختقات هْن اهت٘اسات اس ٗىٖ هؼادلات ؽذى درگ٘ز غ٘ز 

 غالثاً دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ ػوذٓ لغوت :دارد تغ٘ارٕ اّو٘ت وِ ّغت ً٘ش دٗگزٕ هشٗت دارإ

ِ ّا، اس تغ٘ارٕ تؼذاد واّؼ تا تَاى هٖ هؼوَلاً لذا تاؽذ، هٖ اٍل هذ چٌذ اس ًاؽٖ  تمزٗة هؤلف

 .آٍرد تذعت را ٍاوٌؼ اس خَتٖ

 

هذها اثز تزکیة رٍش هشایای: 

 حزوت هؼادلات ؽذى درگ٘ز غ٘ز -1    

 تاؽذ هٖ اٍل هذ چٌذ اس ًاؽٖ دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ ػوذُ اٌٗىِ تِ تَخِ تا هؼادلات تؼذاد واّؼ -2    

   آسادی درجه چٌذ های سیستن تزای حزکت درگیز غیز هعادلات
  (هَدال آًالیش-هذها اثز تزکیة رٍش)
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ً٘زٍّإ در تغ٘٘زات اثز تز ٗا عاسُ هقالح ؽذى تغل٘ن اثز تز خغٖ، غ٘ز درع٘غتن ّإ :تَضیح 

 تأث٘ز ضزاٗة اس وذام ّز اعت هوىي ٗا ًواٗذ، هٖ تغ٘٘ز عاسُ عختٖ هاتزٗظ عاسُ، اػضا هحَرٕ

 در تغ٘٘ز تاػث لث٘ل اٗي اس تغ٘٘زٕ ّز ًواٗذ، تغ٘٘ز دٌٗاه٘ىٖ پاعخ عَل در ه٘زاٖٗ ٍ خزم

ٖ گزدد ع٘غتن ارتؼاؽٖ خَاؿ  غ٘زخغٖ ع٘غتن ّإ در آساد ارتؼاػ عادُ هفَْم ٍالغ در) ه

 .ؽَد ًوٖ اهىاى پذٗز حزوت هؼادلات ًزهال هختقات ؽذى غ٘زدرگ٘ز تٌاتزاٗي ،(ًذارد وارتزد

 خلاصه رٍش تزکیة اثز هذها



31 

  وِ اعت گزدٗذُ اعتَار ًزهال هختقات تثذٗل اعاط تز دٌٗاه٘ىٖ آًال٘ش در هذّا اثز تزو٘ة رٍػ

 هؼادلِ n اس إ هدوَػِ تِ را آسادٕ درخِ چٌذ ع٘غتن حزوت درگ٘ز هؼادلِ  nاس إ هدوَػِ

  وِ خغٖ عاسُ ّز دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ هحاعثِ تزإ تَاى هٖ رٍػ اٗي اس .وٌذ هٖ تثذٗل غ٘زدرگ٘ز

 حغة تز ً٘ش ه٘زاٖٗ ٍ تاؽذ ؽذُ ت٘اى هدشا هختقات n اس إ هدوَػِ حغة تز آى ّإ تغ٘٘زهىاى

  .وزد اعتفادُ تاؽذ ت٘اى لاتل هذٕ ه٘زاٖٗ ّإ ًغثت

 :تاؽذ هٖ سٗز ّإ گام ؽاهل رٍػ اٗي

 

 حزکت هعادلات تعییي -اٍل گام

 :اس اعت ػثارت ّا عاسُ ًَع اٗي تزإ حزوت هؼادلات

 

 

          )(tpukucum  

 هزاحل گام ته گام رٍش تزکیة اثز هذها
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 : هذها ضکل ٍ فزکاًس تعییي -دٍم گام

 دعت تِ سٗز ٍٗضُ همذار هؼادلِ حل اس عاسُ ارتؼاػ هذ n تِ هزتَط هذ ؽىل تزدارّإ ٍ ّا فزواًظ

 : آٌٗذ هٖ

 

 .آٌٗذ هٖ تذعت آى اس {ω} فزواًظ تزدار ٍ [ϕ] ارتؼاػ هذ ؽىل هاتزٗظ وِ

 

   یافته تعوین تار ٍ جزم تعییي -سَم گام

 تَاى هٖ را هذ ّز تِ هزتَط ٗافتِ تؼو٘ن تار ٍ ٗافتِ تؼو٘ن خزم ،{ϕi} هذ ؽىل تزدار ّز تا هتٌاظز

 :وزد هحاعثِ

 

       0ˆ2  umk 

        )()(, tptPmM
T

iii

T

ii  

 هزاحل گام ته گام رٍش تزکیة اثز هذها
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 حزکت درگیز غیز هعادلات -چهارم گام

 همذار ٍ ωi هذ فزواًظ ٍ هذ ّز تزإ ٗافتِ تؼو٘ن تار ٍ خزم اس اعتفادُ تا هذ، ّز تزإ حزوت هؼادلات

 :ؽَد هٖ ًَؽتِ سٗز فَرت تِ ، ξi هذ ه٘زاٖٗ ًغثت تزإ إ ؽذُ هؾخـ

 

 
 تارگذاری ته ًسثت ٍاکٌص -پٌجن گام

 .تاؽذ هٖ (هؼادلِ ٗه ارتؼاػ هذ ّز تزإ) حزوت هغتمل هؼادلِ n اس إ هدوَػِ چْارم گام ًت٘دِ

  .وزد حل هٌاعثٖ رٍػ تَعظ تارگذارٕ ًَع تِ تَخِ تا تَاى هٖ را آسادٕ درخِ ٗه هؼادلات اٗي

 :اس اعت ػثارت دَّٗاهل اًتگزال رٍػ هغاتك هذ ّز تزإ ولٖ ٍاوٌؼ راتغِ
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  آساد ارتعاضات ٍاکٌص -ضطن گام
 اٍلِ٘ تغ٘٘زهىاى ٍ عزػت ّزگاُ .اعت فادق تاؽذ، عىَى حالت در t=0 سهاى در وِ ع٘غتوٖ تزإ فَق خَاب

 تزإ ولٖ راتغِ گزدد، اضافِ هذ ّز تزإ آساد ارتؼاػ ٍاوٌؼ دَّٗاهل، اًتگزال ػثارت تِ تاٗغتٖ ًثاؽذ ففز

 :اس اعت ػثارت هذ ّز تزإ ؽًَذُ ه٘زا آساد ارتؼاػ ٍاوٌؼ

 

 

Yi(0) ٍ Ẏi(0) هذ اٍلِ٘ عزػت ٍ تغ٘٘زهىاى ت٘اًگزi تغ٘٘زهىاى اس تَاى هٖ را همادٗز اٗي .تاؽٌذ هٖ ام {u(0)} ٍ 

 : ((5) هؼادلِ اس اعتفادُ تا) آٍرد تذعت هذ ّز تزإ افلٖ ٌّذعٖ هختقات در ؽذُ دادُ {𝑢  (0)} عزػت

 

 

 

 .ؽَد هٖ اضافِ تارگذارٕ تِ ًغثت ٍاوٌؼ تِ آساد ارتؼاػ اس ًاؽٖ ٍاوٌؼ
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   اصلی هٌذسی هختصات در هکاى تغییز ٍاکٌص -هفتن گام

 همذار دٍ اٗي هدوَع Yi(t)) گزدٗذ تؼ٘٘ي (16) ٗا (15) هؼادلِ اسYi(t)  هذ ّز ٍاوٌؼ اٌٗىِ اس پظ

 :آٌٗذ هٖ تذعت ((2) هؼادلِ)ًزهال هختقات تثذٗل اس ٌّذعٖ هختقات در ّا تغ٘٘زهىاى ،(اعت

 

 :ًَؽت تَاى هٖ ً٘ش سٗز فَرت تِ را فَق هؼادلِ

 

 هذّا تزو٘ة رٍػ خْت ّو٘ي تِ ٍ اعت هختلف هذّإ آثار تِ ًغثت تزو٘ة ػول دٌّذُ ًؾاى فزفا وِ
 در هؼوَلا هختلف هذّإ اثز ه٘شاى ّا، تارگذارٕ اًَاع اس تغ٘ارٕ در وِ وزد تَخِ تاٗغتٖ .ؽَد هٖ خَاًذُ

 وِ ً٘غت لاسم هؼوَلا ًت٘دِ، در .ٗاتذ هٖ واّؼ تالا ّإ فزواًظ تزإ ٍ تاؽذ هٖ ؽذٗذتز تز، پاٗ٘ي ّإ فزواًظ
 هحذٍد خولاتٖ تِ تَاى هٖ را عزٕ اٗي لذا گزفت، ًظز در را ارتؼاػ تالاتز هذّإ ولِ٘ هذّا، تزو٘ة رٍػ در

 ّز اس رٗاضٖ ّإ هذل وِ داؽت تخاعز تاٗغتٖ ّوچٌ٘ي .دٌّذ تذعت را ٍاوٌؼ در ًظز هَرد دلت وِ وزد
 وِ اعت تْتز ً٘ش دل٘ل اٗي تِ دارًذ، ووتزٕ اعوٌ٘اى لاتل٘ت ارتؼاػ تالاتز هذّإ تؼ٘٘ي تزإ إ پ٘چ٘ذُ عاسُ

 .تاؽٌذ هحذٍد ؽذُ گزفتِ ًظز در هذّإ تؼذاد دٌٗاه٘ىٖ ٍاوٌؼ تحل٘ل در

    )()( tYtu 

        )(...)()()( 2211 tYtYtYtu nn 

 هزاحل گام ته گام رٍش تزکیة اثز هذها
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 الاستیکی ًیزٍی ٍاکٌص -هطتن گام

  تارگذارٕ تِ ًغثت آى ٍاوٌؼ تؼ٘٘ي در اعاعٖ ػاهل ػٌَاى تِ تَاى هٖ را عاسُ تغ٘٘زهىاى ًوَدار

 در ؽذُ اٗداد ً٘زٍّإ ٗا تٌؼ لث٘ل اس ٍاوٌؼ پاراهتزّإ دٗگز ولٖ، تغَر .گزفت ًظز در دٌٗاه٘ىٖ

  الاعت٘ه ً٘زٍٕ هثال تزإ .وزد هحاعثِ ّا تغ٘٘زهىاى اس هغتم٘وا تَاى هٖ را عاسُ هختلف لغؼات

{ƒs} ِآٗذ هٖ دعت تِ سٗز هؼادلِ اس هغتم٘ن تغَر ،وٌذ هٖ هماٍهت عاسُ تغ٘٘زؽىل هماتل در و: 

 
 

 :هذّا تزو٘ة حغة تز فَق هؼادلِ ًَؽتي تا .آٍرد دعت تِ ً٘ش دٗگزٕ راتغِ اس تَاى هٖ را الاعت٘ه ً٘زٍّإ

 
 :داؽت خَاّ٘ن ω²i[m]{ϕi}={ϕi}[k] هؼادلِ خاٗگشٌٖٗ ٍ

         )19()()()( tYktuktf s 

           ...)()()()( 332211  tYktYktYktf s 

 هزاحل گام ته گام رٍش تزکیة اثز هذها

           ...)()()()( 33

2

322

2

211

2

1  tYmtYmtYmtfs 
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 :هاتزٗغٖ فَرت تِ عزٕ ػثارات ًَؽتي تا ٍ
 
 

 

 هذ فزواًظ هزتغ در آًْا وذام ّز وِ اعت هذ ّإ داهٌِ اس عتًَٖ تزدارٕ ت٘اًگز {ω²iYi(t)} وِ

   .اًذ ؽذُ ضزب خَد

 ؽذُ خاٗگشٗي آى هؼادل هذ اٌٗزعٖ ً٘زٍٕ ٗه تا هذّا اس وذام ّز الاعت٘ه ً٘زٍٕ (20) هؼادلِ در

 تَخِ تاٗغتٖ حال ّز تِ .اعت ؽذُ حافل آساد ارتؼاػ تؼادل هؼادلات اس دٍ اٗي هؼادلات .اعت

  .اعت فادق ً٘ش اعتات٘ىٖ تحل٘ل در حتٖ سهاًٖ ّز در خاٗگشٌٖٗ اٗي وِ وزد

  هؾخـ اعت، ؽذُ ضزب آى فزواًظ هزتغ در هذّا آثار اس وذام ّز (20) هؼادلِ در وِ آًدا اس

  تؼ٘٘ي در آى تأث٘ز اس عاسُ ً٘زٍّإ هحاعثِ در تالاتز هذّإ هؾاروت تأث٘ز وِ گزدد هٖ

 اس هَردًظز تمزٗة ّز تا ً٘زٍّا تؼ٘٘ي تزإ وِ گزدد هٖ لاسم ًت٘دِ در .اعت ت٘ؾتز ّا تغ٘٘زهىاى

 .وزد اعتفادُ ّا تغ٘٘زهىاى تؼ٘٘ي تزإ هَردً٘اس تؼذاد تِ ًغثت هذّا، اس ت٘ؾتزٕ تؼذاد

      )20()()( 2 tYmtf iis 

 هزاحل گام ته گام رٍش تزکیة اثز هذها
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1 

 فصل هفتن

 در سازه هاهیرایی                



2 

ػاصُ اتؼاد اػاع تش تَاى ًوی سا ٍالؼی ػاصُ هیشایی هاتشیغ ، ػختی هاتشیغ هحاػثِ خلاف تش  ٍ

 هحاػثِ دس وِ) الاػتیه هذٍل تشخلاف چَى .ًوَد هحاػثِ سفتِ تىاس هصالح هیشایی ٍ آى اػضای

  تؼلاٍُ ٍ ًیؼتٌذ ؿذُ ؿٌاختِ تخَتی هصالح هیشایی ّای هـخصِ (سٍد هی تىاس ػختی هاتشیغ

 :افضایٌذ هی ػاصُ هیشایی هحاػثِ پیچیذگی تش ًیض صیش هَاسد

   فَلادی اتصالات دس هلاحظِ لاتل اصغىاوی اًشطی اتلاف -1     

   تتي دس ّا تشن ؿذى تؼتِ ٍ تاص -2     

 (... ٍ هىاًیىی تجْیضات ّا، تیغِ) ای غیشػاصُ اػضای گشفتي لشاس تٌؾ تحت -3     

 ای غیشػاصُ اجضای ٍ ػاصُ خَد تیي اصغىان -4     

 هیرایی در سازه ها



3 

ایي تِ گشدد، تؼییي هذی هیشایی ّای ًؼثت اػاع تش تایذ ػاصُ هیشایی هاتشیغ وِ ایٌشٍػت اص 

 .ؿذ خَاٌّذ آٍسدُ حؼاب تِ اًشطی اتلاف ّای هىاًیضم ّوِ تشتیة

ّای صلضلِ عی وِ هـاتْی ّای ػاصُ تِ هشتَط ّای دادُ اػاع تش هذی هیشایی ّای ًؼثت تخویي 

   اًجام اًذ، ًذادُ غیشالاػتیه ّای تغییشؿىل ٍلی گشفتِ لشاس ؿذیذی ًَػاًات تحت پیـیي

   .گیشد هی

جذٍل همادیش ًظیش پیـٌْادی هیشایی همادیش اص تَاى هی ّایی دادُ چٌیي ٍجَد ػذم صَست دس 

 .وشد اػتفادُ تؼذی اػلایذ

ًصف اص ووتش تٌؾ همادیش) تشداسی تْشُ ّای تٌؾ تشای جذٍل ایي دس ؿذُ پیـٌْاد هیشایی همادیش  

 افضایؾ همادیش ایي تؼلین، تٌؾ حذ تِ ػاصُ دس ّا تٌؾ سػیذى صَست دس ٍ تَدُ (تؼلین ًمغِ

 .وٌٌذ هی پیذا تشاتش دٍ اص تیؾ تا چـوگیشی

 هیرایی در سازه ها
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هَسد هصالح اػاع تش ػاصُ هیشایی ًؼثت تشای تغییشی ػاختواًی ّای ًاهِ آییي اغلة وِ اػت تزوش تِ لاصم 

 .اًذ گشفتِ ًظش دس %5 سا هیشایی هتذاٍل همذاس ٍ ًگشفتِ ًظش دس اػتفادُ

 Recommended  Damping  Values 

% 2-3 Welded Steel                                                 جَؿی فَلادی 

% 3-5 R/C with Cracking                                         خَسدُ تشن آسهِ تتي 

% 2 R/C no Cracking                                            تشن تذٍى آسهِ تتي 

% 6-7  Wood                                                          چَتی 

% 5 Bolted Steel                                                 پیچی فَلادی 

% 3 Unreinforced Masonry                                هؼلح غیش تٌایی 

% 7       Reinforced Masonry                            هؼلح تٌایی 

 هیرایی در سازه ها
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 ؿَد؟ تؼییي هیشایی هاتشیغ اػت ضشٍسی هَاسدی چِ دس :ػَال

 Classical Modul Analysis (هذّا اثش تشویة سٍؽ) ولاػیه هذی تحلیل وِ هَاسدی دس :جَاب

 :اص ػثاستٌذ هَاسد ایي ًیؼت، تىاسگیشی لاتل

 . تاؿذ ػاصُ خغی الاػتیه پاػخ هحاػثِ هٌظَس اگش حتی غیشولاػیه، هیشایی تا ّای ػاصُ -1

 ؿذیذ صلضلِ تحت ػاصُ پاػخ تحلیل ًظیش .ولاػیه هیشایی تا حتی غیشخغی، ّای ػیؼتن -2

 

 :(Classical Damping) کلاسیک هیرایی تا های سیستن

 ػیؼتن تا عثمِ چٌذ ػاختواى ًظیش ػاصُ، ول دس هـاتِ هیشایی ّای هىاًیضم تَصیغ تا ّای ػیؼتن

 .استفاع ول دس هـاتِ هصالح ٍ ای ػاصُ

 تعیین هاتریس هیرایی در سیستن های چنذ درجه آزادی
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 :(Nonclassical Damping) کلاسیک غیر هیرایی تا های سیستن

 :صیش هَاسد ًظیش .ؿًَذ هی تـىیل هتفاٍت تؼیاس هیشایی ّای هـخصِ تا تخؾ چٌذ یا دٍ اص وِ ّایی ػیؼتن

  (soil- structure system) ػاصُ ٍ خان ػیؼتن یه :1 هثال

 

 

 

 

 .اػت ًظش صشف لاتل ػذ هیشایی تا همایؼِ  دس آب هیشایی .آى پـت آب تا تتًَی ػذ یه :2 هثال

  تٌْایی تِ ػاصُ خَد اگش حتی پایِ جذاػاصی ػیؼتن یا ٍ اًشطی اتلاف اتضاسّای تِ هجْض ّای ػاصُ :3 هثال

 .تاؿذ ولاػیه هیشایی داسای

 .اػت اػتفادُ لاتل ولاػیه هیشایی تا خغی ّای ػیؼتن هَسد دس فمظ هذّا اثش تشویة سٍؽ دسٍالغ

 تعیین هاتریس هیرایی در سیستن های چنذ درجه آزادی
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تحلیلی سٍؽ ّیچ ؿذ، اؿاسُ لثلا وِ ّواًغَس analytical ًذاسد ٍجَد هیشایی تؼییي تشای ٍ 

 .اػت ػاصُ هیشایی اسصیاتی تشای سٍؽ تْتشیي تجشتی ًتایج اص اػتفادُ

ػاصُ هیشایی هاتشیغ [c] تؼاهذ ؿشایظ تَدى تشلشاس فشض تا ٍ هذی هیشایی ّای ًؼثت تشاػاع 

 .ؿَد هی تؼییي هیشایی هاتشیغ تِ ًؼثت هذّا

 

 

 .تاؿذ هی لغشی هاتشیغ یه فَق ساتغِ دس [C] یافتِ تؼوین هیشایی هاتشیغ

 

اًتخاب تشای سٍؽ پٌج  [c] گشدد هی تـشیح سٍؽ پٌج ایي اداهِ دس وِ داسد ٍجَد. 

      Cc
T



              (Classical Damping Matrix) کلاسیک هیرایی هاتریس -الف
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ٍاحذ داسای  sec-1خَاّذ تَد  α0 ضریب تناسب 

  یافتِ تؼوین جشم هاتشیغ  یافتِ تؼوین هیشایی هاتشیغ

ؿَد هی گشفتِ ًظش دس ػاصُ جشم تا هتٌاػة هیشایی سٍؽ ایي دس: 

  [m][c]      جرم تا هتناسة هیرایی -1-الف

Mass Droportional Damping                                                                
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هذ ًظیش هذّا اص یىی دس تٌْا هیشایی ًؼثت تَدى هؼلَم فشض تا سٍؽ ایي دس i ضشیة (اٍل هذ غالثا) ام 

α₀ ؿَد هی تؼییي. 

 

ِهذ ًظیش دیگش هذ ّش تشای تشتیة ایي ت j ساتغِ ووه تِ ام (i) وشد تؼییي سا هیشایی ًؼثت تَاى هی. 

 

 

ًتایج .اػت ؿذُ دادُ ًـاى ؿىل دس هشتَعِ عثیؼی ّای فشواًغ تا هذی هیشایی ّای ًؼثت تغییشات 

   .ًذاسد هغاتمت تجشتی ًتایج تا سٍؽ ایي اص حاصلِ

)2(2 110   ii
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  [m][c]      جرم تا هتناسة هیرایی -1-الف

Mass Droportional Damping                                                                
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 [k] [c]      سختی تا هتناسة هیرایی -2-الف

Stiffnes Proportional Damping                                                               

ؿَد هی گشفتِ ًظش دس ػاصُ ػختی تا هتٌاػة هیشایی سٍؽ ایي دس: 
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هذ ًظیش  هذّا اص یىی دس تٌْا هیشایی ًؼثت تَدى هؼلَم فشض تا ًیض سٍؽ ایي دس i ( اٍل هذ غالثا) ام 

 .ؿَد هی تؼییي α₁ ضشیة

 

 

 

 

 .ًذاسد هغاتمت تجشتی ًتایج تا ًیض سٍؽ ایي اص حاصل ًتایج
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  ξ1 تا فشض هؼلَم تَدى
 ًؼثت هیشایی ّش هذ دیگش

 [k] [c]      سختی تا هتناسة هیرایی -2-الف

Stiffnes Proportional Damping                                                               



12 

 هاتشیغ داسد، تجشتی ًتایج تا خَتی هغاتمت آى اص حاصل ًتایج وِ ولاػیه هیشایی هاتشیغ یه

 .اػت سایلی هیشایی

 :ؿَد هی گشفتِ ًظش دس ػاصُ ػختی ٍ جشم تا هتٌاػة ّوضهاى هیشایی سٍؽ ایي دس
     
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     
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 [m],[k] [c]  رایلی هیرایی -3-الف

Rayleigh Damping                                                                                    
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هختلف هذ دٍ دس هیشایی ّای ًؼثت تَدى هؼلَم فشض تا سٍؽ ایي دس i ام ٍ j ،ووه تِ ٍ ام  

 .گشدًذ هی تؼییي ؿًَذ، هی ًاهیذُ سایلی ػختی ٍ جشم ضشایة وِ ، ₀α ٍ ₁α ضشایة فَق سٍاتظ

 

 

 

 

 

₀ ضشایة ؿذى هؼلَم تاα ٍ ₁α ساتغِ ووه تِ تَاى هی سا ػاصُ اص دیگشی هذ ّش هیشایی ًؼثت 

(iii) ًوَد تؼییي. 
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هؼلَم هیشایی تا هذّای ػولی هؼائل دس i ٍ j وِ هذّایی هیشایی ًؼثت وِ ؿًَذ اًتخاب ًحَی تِ تایذ 

  .تاؿٌذ هؼمَلی همادیش داسًذ، ػاصُ پاػخ دس ای ػوذُ هـاسوت

ِؿذُ گشفتِ ًظش دس دس ػاصُ پاػخ تحلیل دس اٍل هذ پٌج وِ گیشین هی ًظش دس سا حالتی هثال ػٌَاى ت ٍ  

 چْاسم هذ احتوالا ٍ اٍل هذ تشای تایذ  ξ صَست ایي دس .تاؿذ هذًظش هذّا ّوِ تشای ξ یىؼاى تمشیثا هیشایی

 هذ تشای ٍ ξ اص ووتش لذسی ػَم ٍ دٍم هذّای هیشایی ّای ًؼثت فَق ًوَداس تِ تَجِ تا .ؿَد داًؼتِ هؼلَم

  فشواًغ، افضایؾ تا یىٌَاخت تغَس تالاتش هذّای هیشایی ّای ًؼثت .تَد خَاّذ ξ اص تضسگتش لذسی پٌجن

    .ؿذ خَاّذ حزف آًْا تالای هیشایی تِ تَجِ تا هشتَعِ هذی ّای پاػخ ٍ یافتِ افضایؾ

ؿىل دس عثیؼی ّای فشواًغ تا هذی هیشایی ّای ًؼثت تغییشات 

 .اػت ؿذُ دادُ ًـاى هماتل

 [m],[k] [c]  رایلی هیرایی -3-الف

Rayleigh Damping                                                                                    
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  سٍؽ اص ؿَد داًؼتِ هؼلَم (هذّا اص دلخَاّی تؼذاد ّش) هذ دٍ اص تیؾ دس هیشایی ًؼثت تخَاّین وِ صَستی دس

 :تاؿذ هیشایی هتؼاهذ هاتشیغ یه تَاًذ هی صیش صَست تِ تشویثی ّش .وٌین اػتفادُ تَاًین هی وَؿی هیشایی

 
 :اػت گشفتِ لشاس تشسػی هَسد ریلا هاتشیغ ایي اص جولِ ؿؾ فَق، هاتشیغ تؼاهذ خاصیت اثثات تشای
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 هیشایی هتٌاػة تا جشم
 

 هیشایی هتٌاػة تا ػختی
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 :تاؿٌذ هی هتؼاهذ صیش ولی ؿىل تا ّایی هاتشیغ ؿَد ثاتت اػت لاصم یؼٌی
 
 
 
 
 
های هاتریس دسته تودن هتعاهذ اثثات (ii) : 
 

 :داسین ٍیظُ همذاس هؼالِ سٍاتظ اص
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های هاتریس دسته تودن هتعاهذ اثثات (iii) : 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ؿَد هی ًتیجِ فَق سٍاتظ هجوَػِ همایؼِ تا: 
 

 

 
 .اػت هتؼاهذ هاتشیغ یه (i) ساتغِ اص جولِ ّش وِ اػت هفَْم تذیي فَق ساتغِ
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ضشایة αb ّش هیشایی ّای ًؼثت وشدى هـخص تا تَاى هی سا j هثلا ػیؼتن، هذ j حل ٍ اٍل هذ j ِجثشی هؼادل 

 .تَد خَاّذ تؼییي لاتل (ix) ساتغِ عشیك اص هذّا ػایش هیشایی ضشایة ػپغ ٍ ًوَد تؼییي j=0 ٍ αj تا j-1 تشای

همادیش b اص ای هحذٍدُ ّش دس -∞<b<∞ ؿذُ اًتخاب همادیش اػت تْتش ػول دس لیىي تاؿذ، تَاًذ هی  

  .تاؿٌذ هثثت ٍ صفش تِ ًضدیه الومذٍس حتی
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هیشایی ًؼثت ػِ اگش هثلاi   ξٍ ξ j ٍp  ξ  اًتخاب صَست دس ؿًَذ، فشض هؼلَم b = 0,1,2  داؿت خَاّین: 
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 تَدى تا فشض هؼلَم تاؿٌذ یؼٌی هؼلَم هذّا هیشایی تواهی ّای  ؿَد ًؼثت هیایي سٍؽ فشض دس

ξn , . . . , ξ2 , ξ₁  تا تَجِ تِ خاصیت تؼاهذ هاتشیغ هیشایی داسین ٍ: 

 

 

 

 

ِهاتشیغ تَاى هی فَق ساتغِ تِ تَجِ تا ٍ یافتِ تؼوین هیشایی هاتشیغ تَدى هؼلَم تا تشتیة ایي ت 

 :ًوَد تؼییي صیش ساتغِ اص سا هیشایی
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 هذی هیرایی های هاتریس آثار ترکیة -5 -الف

                                 Superposition of Modal Damping Matrixes 
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هذّا، ؿىل هاتشیغ هؼىَع هحاػثِ پیچیذگی تِ تَجِ تا [ϕ]-1 ، اص اػتفادُ تا اػت تْتش 

 :گیشد اًجام صیش ػادُ عشیك تِ هاتشیغ ایي هحاػثِ جشم، هاتشیغ تِ ًؼثت هذّا تؼاهذ خاصیت
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 هذی هیرایی های هاتریس آثار ترکیة -5 -الف

                                 Superposition of Modal Damping Matrixes 
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  تـىیل هتفاٍت تؼیاس هیشایی ّای هـخصِ تا تخؾ چٌذ یا دٍ اص وِ غیشولاػیه هیشایی تا ّای ػیؼتن دس

 :ؿَد هی ػول صیش تشتیة تِ ػیؼتن ول هیشایی هاتشیغ تؼییي تشای ؿًَذ هی

.i  اتلاف اتضاس ٍ ػاصُ آب؛ ٍ ػذ خان؛ ٍ ػاصُ) ّا ػیؼتن صیش اص یه ّش تشای هیشایی ّای هاتشیغ اتتذا 

 تغَس ،تاؿذ ولاػیه هیشایی تا ػیؼتوی تٌْایی تِ صیشػیؼتن ّش ایٌىِ فشض تا (ایضٍلاتَسّا یا اًشطی

 ؛ؿَد هی هحاػثِ جذاگاًِ

.iiّای هاتشیغ وشدى تٌذی ػشّن اص ػیؼتن ول هیشایی هاتشیغ ػختی، ٍ جشم ّای هاتشیغ ًظیش ػپغ 

   .آیذ هی دػت تِ ّا ػیؼتن صیش ایي هیشایی

 

 

 
I هـتشن فصل دس آصادی دسجات دٌّذُ ًـاى Interface اػت ّا صیشػیؼتن.   
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